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Unidad 1 


Identifica las propiedades sobre teoría de exponentes en la 
potenciación y la radicación. 

Evalúa los teoremas relativos a la teoría de exponentes. 

Aplica los teoremas sobre la teoría de exponentes en la potenciación 
y radicación. 

Discrimina polinomios considerando su naturaleza, la cantidad de 
términos e identifica términos semejantes. 

Determina el grado absoluto y relativo en polinomios y calcula su valor 
numérico. 

Identifica los principales productos notables. 

Reduce expresiones algebraicas empleando productos notables. 


Identifica la aplicación de cada cociente notable, así como su correcto 
desarrollo. 


Calcula el término general y el término independiente de un cociente 


Indicadores 


de logro 


Unidad 2 


* Evalúa el procedimiento al determinar el MCM y el MCD de expresiones 


algebraicas. 

Identifica las fracciones propias e impropias, homogéneas y 
heterogéneas. 

Aplica las propiedades del MCD y MCM en las operaciones con 
expresiones algebraicas. 

Comprende las propiedades de los números combinatorios y aplica el 
binomio de Newton en la potenciación. 

Calcula el término central de un binomio aplicando análisis combinatorio. 
Construye al factor racionalizante al evaluar el caso a racionalizar. 
Racionaliza determinando el factor racionalizante en los problemas. 
Evalúa las propiedades de números complejos y su representación 
gráfica. 

Utiliza las propiedades de números complejos al reducir expresiones. 


notable. 


* Analiza el algoritmo del aspa simple, doble y aspa doble especial. 


ececéóéóóoc 


LOS NÜMEROS COMPLEJOS 


Los námeros complejos permiten la construcción de los fractales 
que son formas geométricas de belleza infinita que se 
generan a partir de la iteración de una sencilla expresión 
compleja; esto permite una investigación de la dimensión 
oculta. Podríamos usar los fractales como un instrumento 
para reconocer más al mundo y a la naturaleza y como no 
decirlo para descifrar la mente y el alma. Nosotros podemos 
percibir a los fractales en la naturaleza como las nubes, los 
árboles, las olas de los mares, los mariscos y en aquellas 
estructuras de encadenamiento de una misma forma original. 
Los fractales es una nueva rama de las matemáticas que se 
le conoce como la geometría de la naturaleza. 

Los investigadores de todo el mundo se valen actualmente de 
fractales para aplicarlos a la astronomía, al cine, cuantificar el 
tráfico en Internet, en biología para el estudio de la formación 
de tejidos, la clasificación celular y de microorganismos, prensar 
archivos de audio y video; en geología para el estudio de la 
vulnerabilidad sísmica, para diseñar circuitos electrónicos; en 
economía para el análisis de variaciones de precios y para 
generar las más increíbles imágenes. 


BENOÍT MANDELBROT 
El padre de los fractales 


Reconoce los elementos de una ecuación de primer y segundo grado. 


Determina el valor de la variable dentro de la ecuación e interpreta la 
solución. 


Analiza la naturaleza de las raíces de una ecuación de segundo grado. 
Representa matemáticamente enunciados utilizando ecuaciones de 
primer y segundo grado. 

Analiza el algoritmo de la regla de Sarrus para el cálculo del 
determinante de una matriz. 

Aplica las propiedades de adición y multiplicación en las operaciones 
con matrices. 

Evalúa las distintos criterios de soluciones de un sistema de ecuaciones 
(sustitución, igualación y reducción). 

Aplica la regla de Sarrus horizontal en determinantes de orden tres. 

Aplica el criterio de sustitución e igualación en sistemas de ecuaciones 
lineales. 

Analiza los distintos teoremas empleados para la resolución de una 
ecuación de grado superior. 


Mw A r 
25 3 x 


2: 


Variaciones de precios 


Analiza la estructura de una inecuación y evalüa el procedimiento de 
resolución. 

Plantea matemáticamente enunciados utilizando inecuaciones. 
Determina el valor de la variable en un sistema de inecuaciones de 
primer o segundo grado. 

Identifica el dominio y rango de una función y evalúa su regla de 
correspondencia. 

Representa gráficamente la clasificación de funciones, además calcula 
el valor máximo y mínimo. 

Evalúa los límites laterales y analiza los teoremas utilizados para su 
resolución. 

Analiza las distintas notaciones de derivadas, además interpreta los 
teoremas estudiados. 

Utiliza la definición de la derivada para determinar los valores máximos 
y mínimos de una función. 

Identifica los elementos de una progresión y analiza las relaciones 
dadas. 


DINA ELABORA UNA TEORÍA. 
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UNIDAD 1 
TEORÍA OE EXPONENTES 


CD LEYES DE EXPONENTES —— 
Las leyes de exponentes son aquellas definiciones y teoremas referidos a las operaciones de potenciación y : La multiplicación finita se E 
radicación. i puede presentar también 

i como: 
CD POTENCIACIÓN : KRKK YY 
La potenciación es aquella operación de la forma Б" donde b nos representa a la base y n al exponente. | “xy” veces “xy” veces 


i Pero su equivalencia 
i simplificada es como sigue: 


Definiciones básicas ху ху 
Xx”. y 


: El exponente es comün, luego: E 
(xy) j 


p^ 
222 Ejemplos: e 
Меса TS 
535 125 
Ejemplos: + 22=2.2.2.2.2=32 
did e1 =4=16 


A) Exponente natural (n € N) C) Exponente negativo (n € N) 


© (C4 = (-4(-4(—4) = -64 42 
ЗГ! 
B) Exponente nulo (п = 0) 32? 52 8 


( b-1 Jib40 


D) Exponente fraccionario 


Ejemplos: 3 
b^ = 16" ;b»0AmnelNAnz2 
. 70-1 «Ta pr 
Ejemplos: 

251 1 
Ка б (21 5? = 45 = {5 

2 0 9 49 = {з? = 
‚ “| —1 

(5) б TN. 5/49 


Atención 


Artificios a considerar: 


Teoremas i 
- ab = Ма? 
A) Multiplicación de bases iguales B) División de bases iguales ОЕА 
p" p^ pP. рӯ ртт п+р+а b " _ Г 
А ES рт n : р + 0 
Ejemplos: 
Ejemplos: 
: дух y ху? = (2. х®. 2. х) (у? y у? у) jemp 
ан БАГ ДААЖ : (2) -( Nr 
= x yt 
. 1896-8331 
.арарарарар-(ааааа)(0000) P p 
ша 920g ee . БХ 2g TH gen 
-y 
-— à 5 
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} Forma de aplicación del 
i teorema potencia de 
i potencia. 


: ZO 

: Cea 

: ( Ap x р ж” 
РАХ =X =% 


Recuerda 


(b.c-- d)e - f 


a) bof de/f А 
X Х X =X gre 
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C) Potencia de una multiplicación 


(a.b) = а". p" 


Ejemplos: 
* (ху)? = ху? 
, (242? = 29852 = 32а°2° 


п+2 3n+2 


exte gez. eame 


D) Potencia de una división 


av a^ 
(2) = 2 |: 690 
Ejemplos: 
Тт 
x x 
$ S mS 0 
G y 44 
SIE. в 
5 53 125 


d RADICACIÓN 


E) Potencia de potencia 


(а) = am 


Ejemplos: 
И (ah Ey = 94-57 g140 


; = | BORGO 


(9 


F) Potencia para un exponente 


Se conoce porla ausencia de signos de agrupación. 


Ejemplo: 


O RP NET 


Es una operación matemática de la forma "0 , donde n es el índice, | es el símbolo del radical y b es el 


radicando o la cantidad subradical. 


A) Potencia de un radical 
Wb" = p" 
Ejemplos: 
` S/Z ose фт 
B) Radicación de una multiplicación 


Маъ = a.b 


Ejemplos: 
‚ 8x = V8 Mx = 23x 
: *[81a = 4/81. */a 


-348: a>0 
C) Cociente de radicales homogéneos 
ш Ma 
7 р ;bz0 


аг. 
2 MX 4 22 
132 72 53 2 


16,,12 41,16 4) 12 4,,3 
La Y AA ху 


81 48 3 
Ejemplos aplicativos de la potenciación y radicación: 
1. Halla P: 
Y 
р _ 35 e 5 +57 1 
xy БХ+У 
шанг! 


IE i m 5 5 
х+у 


gc 


[x x0 


D) Radical de radical 


{Ча "очра 


Ejemplos: 


Pr == 


š [fy = 23 4[у = [уу > 0 


ШЕ "атъ | 


Ejemplos: 


Sato =% ар = 245) 
‚ 21181046 = | — 55 


ЯА 24153 Г Ы Jc 2542 гү? 
24414956 с 
2у 1 2y +1 
1877 М | 
Ё х+у 
5^! 
2y 4 x —-y 2у+х—у | = 
|5 7 +5 7 ]_ 18 
Рр= > | х 
х+у " 
дХ-Ү 5 
=7(1+1)=14 


2. Reduce: 
2006 , ‚2006 
X жу 
M = 208 / +У хеу>ф 
x Q6 ү y 96 
Resolución: 


2006 ,,2006 
M:= 2% Mus Y 2006 
X^ ус 


ECUACIÓN EXPONENCIAL 


== == 
x206 y 


FX 
2006 


2006 2006 
y А 


2006 


X y 


М = 2006 х006 2068 «Me xy 


az (-1,0,1) 


Tiene la variable o la incógnita en el exponente: (а-а? xc | 
Ejemplo: 

Halaxen: 2—3 = 4—4 

Resolución: 


23 2 44 2 (20+ 2 226-4) 5 25-3 22x-8 


ECUACIÓN DE POTENCIA 


Como las bases son iguales, igualamos exponentes: 


2x- 8-2 x-3 
2x-x-8-3 
э Х-5 


Tiene la variable o la incógnita en la base: ax -b) 8, n, b son constantes. 


A continuación se muestra el modo correcto de usar las propiedades de los exponentes para encontrar la 
solución de algunas ecuaciones que contienen variables elevados a un exponente racional. 


Resuelve: x^? = 706 


El caso práctico es usar la igualdad de potencia, escogiendo para ello el exponente que elimine el exponente de x. 


Veamos: x*? = 706 


Criterio básico de 
factorización: 


Aspa simple: 
2+ 21 – 3=0 
t A y +3 +3t 


EM 


20231 = 
(+ 3(t- 1) =0 


Se iguala cada factor а сего: 


Q3) v С) 


DEREN 


Usamos la propiedad de la igualdad de las potencias: 


1 
(х*®}ї® = (това 


Usa tu calculadora para hallar: 706 49 хаа 
CD EFECTUAR 
(2n+3) veces 
NE : “рг ХХХ-Х 221 
1. Simplifica, six 4 0: E = TES 
(n4-1) veces 
р 
2. Simplifica: E = вн 40 


4 


3. Indica el valor simplificado de: 


SANO Г бу 
20214 


5їтр са: E = 


i Ingresa los datos en tu 
i calculadora según: 


| 0920099090090. 
(= | 


512 = ab donde a z b; calcula el valor de: 


E E 98*2 | gb+1 
3° +1 208-2 


5,2Х52. 05446 5-1 


ШШ оеш e 


Sabiendo que a = 5%+1 calcula el valor de: 


5041 (5240 


n+5 n+3 n+1 


Simplifica: E = — H H 
n +N яг 
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Problemas resueltos 


Resolución: — 
А esoiucion: 
Usamos la propiedad: х" * ^ = x^ х" 227 11:11 
>? 2 Ecuación original: 3 * — 3* = 2 
М= х > 


| ар” Usamos la propiedad del exponente negativo: - =3*=2 
Int i factores: M = (хх 

Mercamboiamos тавгаа : Operamos adecuadamente: 3 — 3% = 2.3* 

; атап ¿mn 
Usamos la propiedad: а ` = (а) Reemplazamos: 3* = t 


ЕЕ 3-9 -2.3' 
M = (Q9) 2 3-0-2 
Reemplazamos: its Ё+2-3=0 
к. ).2 (t 3(t- 1) 20 
м = (87) ‚ 
Reponemos: t = 3 
Usamos la propiedad: (а")" = a": (3* + 3)(3* – 1) 20 
E 
M= (ac^ Pd "р Igualamos cada factor а cero: 
3-320 (no cumple, 3* > 0, vx € В) 
A bases iguales sumamos exponentes. 3-120 2x20 
1 m 
M — (3/)3 72 _ 332 = 38 = 729 х=) 
г. М = 729 


Resolución: 


Resolución: 0 
Busquemos la condición: A= (—2)!*6%5х..х2х1 х0х-1х-2Х-3х..Х-7 
x* = 2 en la expresión B en forma adecuada. A-(-2f -1 
B= x” хо ye + ism 
B- хх хо yox + T 
Usamos la propiedad: a": ^ = (ат)? 
e Ge" _ (ey? оў" 
X 
В- Ge)" = Ge) + Gef Resolución: 
Reemplazamos la condición: x* — 2 Sea el numerador A: A = " 
В—22—222+22°—4 -B=4 Por inducción matemática: 


Para 2 radicales: 


/ 2 2 
n п/ 2 nm / 2.2 Ef a 
n n’ - n^ шиг n?" 


Para 3 radicales: 
Resolución: И п р 2 n/a? п / pla ¿nó _ ШИЛЖ: 
п 
Usamos la propiedad de la igualdad de las potencias y escoge un 
exponente que deshaga el exponente de x. Para. 16 radicales: 
Ecuación original: 8x? = 4913 Л иж "TN 
Divide ambos miembros entre 8: x? = 614,125 
Usamos la propiedad de la igualdad de las potencias: Sea el Mer В: 
1 1 
G3)? = (614,125)3 | “Үү вт zn пу" 
І D oya 
Usamos tu calculadora para hallar: (614,125)? .`.х = 8,5 Nos piden: 
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POLINOMIOS 


d EXPRESIÓN ALGEBRAICA enn 7 Nota | 
Es la representación de una o más operaciones algebraicas. i Recuerda que las B 
. R operaciones algebraicas son: 
Ejemplos: } e x MÁS у: x+y 
7-2 i * x menos y: x-y 
R(x; у) = 454 : variables: x e y; constantes: 7; —2; 7; exponentes: 1;1 ¿ + x multiplicado por y (о 
Ty i — simplemente, x por y): x.y 
23,2 Бо (оху) 
Р(х; у)= arx PR : variables: x e y; constantes: a?, 2, Бс 3 1 ; exponentes: 2; - ҢІ 1, xodividido por y: x + y o X 
dy Е Е i e xelevado a y: x y 
į e Raíz n-ésima de x: Ух 
(0 CLASES DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS f lei 
A) Por su forma o naturaleza | E (x,y): se lee: 
2E А А : ИЕК i Polinomio E de x e y 
Expresión algebraica racional. Es aquella que luego de ser reducida o simplificada, presenta en todas las : d ; 
variables del numerador exponentes enteros. i Polinomio E de variablesxey | 


Expresión algebraica racional entera. Los exponentes de todas sus variables son números naturales. 


3x? кг 


* Py 2) = =; + 2ху = Р(х; у; 2) = 3х2у + 22%2у + 2xy 
у 


Ejemplo: 


Expresión algebraica racional fraccionaria. Es cuando por lo menos una de sus variables tiene exponentes 
enteros negativos en el numerador. 


Ejemplo: 
1 27. A gd 
Aly = 2 + acy" d > А(х,у)= 7х +2 ху + 52% у 

Expresión algebraica irracional. Es cuando al menos una de sus variables tiene exponentes fraccionarios о 
signo radical. 
Ejemplo: Г Signo radical 
р(х) = (х +12631. э Pte х +12635 

2 xy 2 y 


B) Por su nümero de términos 
Monomio: 1 término 


Es aquella expresión algebraica racional en la que las ünicas operaciones que aparecen entre las variables son | Atención | 


el producto y la potencia de exponente natural. Por el número de términos, los 
Ejemplos: 
xy? 3 2.22.2 ERE 
* Р(х,у) = 3 e R(x)=x * B(xyz) = ax yz = х?+х'+у!: trinomio 
Тху) = х@+3ху?+х°+ху?: 
ЭРИЙГ 212000 Ejemplo: ic 
Polinomio: 2 ó más términos. Jemp А ние, 
v : a eu x 10,-3 Р(х) = “п” términos: polinomio 
Es una expresión algebraica racional entera. Т(х,у) = + тху? а га + 10 y 


d TÉRMINO ALGEBRAICO 


Es una expresión algebraica racional (entera, fraccionaria y/o racional) que consta de una parte numérica 
(coeficiente) y una parte literal (variables gobernadas solo por las operaciones de multiplicación y potenciación). 


Ejemplos: 
Coef. Parte literal Coef. 
5 ü[Y 
a — 2; В 
© Txy- 9x7 ‚ A(x ас Parte literal 
(х,у) y A(xyy) = iy 
= T(xy-29 y? > А(ху) = axy? 
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Кесчетда 


miembros. 


Ejemplo: 
Sean: A(x - 7) + B(x +3 


Asignamos valores adecuados 
va x 
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d TÉRMINOS SEMEJANTES 


Son aquellos términos algebraicos que sin importar sus coeficientes poseen las mismas variables afectadas del 
mismo exponente (misma parte literal). 


Ejemplos: 

Son términos semejantes: Igual parte literal: 
10x ly"; —8x Tu л х y! - xy 

ax! y? ‚ 2x12 y; zx212 3 х12 y? 

20x8 * Mrz es 3x8 + 3 yal 9x8 + 3 1244 ха» 3 у? 712 


CB GRADO DE LAS EXPRESIONES А СЕВВАІСАЅ 

Es la categoría que se le asigna a un polinomio racional entero. 

Tipos de grado 

Grado relativo (GR): se da respecto a una de sus variables. 

Grado absoluto (GA): o simplemente grado. Se da respecto a todas sus variables. 
Grados de un monomio: 


Ejemplo: A(x; y; 2) = DE y z 


Grado relativo (GR) Grado absoluto (GA) 


Es el exponente de la variable | Es igual a la suma de los grados 


considerada relativos de sus variables. 
GR(x) = 5; GR(y) = 7; GR(z)=2 | GA(A) = GR(x) + GR(y) + GR(z) 
= СА(А) =5+7+2=14 


Grados de un polinomio: 
GA=7 GA-17 GA-18 GA- 15 


Ejemplo: Р(х;у;2) = хуг? - = аху" + 2 yz! + 2b Sw yz 


Grado relativo (GR) Grado absoluto (GA) 


Es el mayor exponente de la | Es el mayor grado absoluto de uno 
variable en referencia. de sus términos. 
GR(x) = 11; GR(y) 210 ; GR(z) = 7 GA(P) = 18 


ПП POLINOMIOS ESPECIALES 

1. Polinomio completo 

Es aquel que posee todos los exponentes sucesivos de la variable considerada, desde el mayor hasta el cero 
inclusive. 


Ejemplos: 
• Р(х) = SC 42€ -3X + Tx +X! * Cy;z)- 100^ + 20xy/Z - у? z +y' 2420 ху! 


Luego, Р(х) y C(xyz) tienen respecto a x e y todos los exponentes desde 4 hasta cero, luego diremos que los 
polinomios son completos referido a x e y, respectivamente. 


2. Polinomio ordenado 
Es aquel que está ordenado respecto a una variable llamada ordenatriz, donde los exponentes de la mencionada 
variable van aumentando o disminuyendo. 


Ejemplo: 
F(x; у) = 109y9 + 7х?у20 + 21x55 — x y! + 100y 
F(x; y) es un polinomio ordenado en forma descendente respecto a la variable ordenatriz “x”. 


3. Polimonio homogéneo 
Es aquel que tiene todos sus términos no semejantes del mismo grado. 


Ejemplo: 


b a 
«л 8 7,4 b 10 11 11 
Z(x; iin cd к co oer om El polinomio Z(x; у) es homogéneo 
GA-11 бА-11 GA=11GA=11 | Ce grado once. 


4. Polinomios idénticos 

Son aquellos cuyos coeficientes que afectan a sus términos semejantes son iguales. 

Ejemplos: 

1. R(X) = (х+7)2; T(x) = х2 + 14x +49: son polinomios idénticos = R(x) = T(x) 

2. А(х;у) = XF y”; В(х;у) = (х+у)(х — Xy +y?): son polinomios idénticos = А(х; y) = B(x; y) 


5. Polinomio indenticamente nulo 
Es aquel cuyos coeficientes de todos sus términos son iguales a cero. 


Р(х; y; 2) = Ах2у? + Вх22 + Су? =0 


e А= В = С=0 
Ејетріо: 
Si: Р(х) = (a — 2» + (a +b — 3x + (с + 1)xy =0, determina: a + b + c 
Se cumple: 
а-2-0-а-2 
а-0-3-0- 0-1 


c+1=0=c=-1 


a+b+c=2+1+(-1)=2 
-.a+b+c=2 


ОЈ VALOR NUMÉRICO 


Es el valor o constante real que se obtiene luego de reemplazar las variables de una expresión algebraica por 
ciertos números. 


Ejemplo: 7(a(b)--3(aYb)  ab(3b+7) 
De la expresión: T(x; y) = са А Ip cu 
sca HEM, | 

=т= "E анан 2” 


Cambio de variable 
Las variables pueden ser reemplazadas por otros polinomios. 


Caso II: 
Si: T(x) = 3х2 — 1, halla: T(x + 1) 


Caso I: 

Si: Р(х + 5) = 1 — 9x, determina: P(4) 
Resolviendo la ecuación: x + 5 =4 = х= -1 Reemplazamos: x por (x + 1) en T(x): 
T() 2333-1 

Т(х+1) = 3(x + 1? — 1 = 362 2x + 1) -1 


^L T(Ge 1) = 32+ 6x +2 


Al reemplazar: 


Р(4)-1-9(-1) = 10 .. P(4) = 10 


Caso IIl: 
Si: S(x — 7) = 4x — 21, determina: S(3x+1) 
* Sereemplaza x — 7 por 3x + 1 previa preparación del polinomio: 
S(x — 7) = 4(x — 7 +7) – 21 = haciendo: x — 7 = y = S(y) = 4(y + 7) – 21 
= S(3x + 1) = 4(3х + 1+ 7)—21 = 12x + 11 
* O también: x-72 3х+1 = x = 3x+8 
S(3x + 1) = 4(3x + 8) – 21 = 12x + 32 — 21 = 12x + 11 


^. S(3x + 1) = 12x + 11 


¿ Los polinomios: E 
i Р(х) =а, х? + а, х2 + аух+ аз : 
г Q(x) = Бох? +6 х2 + box e bs i 
i son idénticos = E 
1 а= 0; ат =; аз = by; 84-03 : 


Кесчетда 


. Propiedades notables. 
En un polinomio de grado"n" 


Р(х) = ах +а х1 ax? 
+... + an 1X + an 


. Suma de coeficientes: > Coef. 


| x Coet (P) = Р(1) 


. Término independiente: TI 
| TI(P)= P(0) = an 


iente principal 
iente de la variable con 
зауог exponente) 


Si: a, = 1 = Р(х): Polinomio 
nón 


Observación 


Los polinomi 


nulos se anulan para cualquiei 
. valor de su variable. 
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Problemas resueltos 


Resolución: 
El polinomo puede expresarse como: 


ду) = (x^ «21 2 + 22) (8 29). o +2") 


Su grado G(Z) se calculará como: 


2 
G(Z) = 15+ 25+39+...+п%= (2877) EU 


Por dato, su término independiente es: (512) 
TI(Z) - Z(0) 2 212223 m= 21 +2+3+..®п 


n(n+1 


Donde: 2. 2 =(512)' 


2 2 = 94) 

п(п+ 1 

n(n + 1) = 8(8 + 1) 
2 п= 8 


Reemplazamos en (1): 


G(Z) = Еш) = 1296 


-. G(Z) = 1296 


Resolución: 
La suma de coeficientes (> coef.) se expresa como: 


X coef(P) = P(1) = (50-2 (10) 2)-1(2 s7) 


5 7 


х= 2 


X coe (P) = (-1)" ~? лш 40) 


Tener en cuenta que: 
n: impar (1:3:5:7...) > n — 2: ¿Par o Impar? 


Probemos con algunos valores: 
Sin=3n-2=3-2=1 
n=5n-2=5-2=3 
n=7=n-2=7-2=5 


-. (n — 2) es impar 
= Podemos afirmar: (-1)"7?= 1 .. (2) 
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(2) еп (1): 

2-02(01-11 50 
Y сое P) = 2 5 | : 448) 
El término independiente (TI) se calcula como: 


nero- (A) (50) о) 267) 


5 
х= / 
TIP) = 7^ - ^(n — 2) (4) 
Por dato del problema: 
Ecoef.(P) -1 (5 
TP) 7 úl 
-2(1-11. 50 
(8) y 4) en 5; ———— — --1 
7"? (n-2) Т 
Simplificamos: 
Nnt? 1 
T? (n2 7 
1 ИЙ” 
= 71-2 = P nz 2 
>=n-2=1 
NUES] 


Resolución: 


El exponente del primer término (izquierda) es igual al del 
segundo aumentado en uno, así mismo este es igual al del 
tercer término también aumentado en uno; por ser el polinomio 
completo y ordenado en forma descendente. 


(5a – ф +5) + 1=2a +5) +6 >a = 26 (1) 
(2a + 5ф + 6) + 1= 40 236 -32 - a = —5 42) 
(1) en (2): 
ф-20--5- ф= 5 
Еп (1) = а= 10 
Nos piden: 


eque qne 


Resolución: 


Agrupamos términos semejantes: 
D(x) = (6х7 — Bx") + (3° + ух? — 13x5) + (203 + үх? 
— 11%) — (yx + 10x) + (E + 1) 


5 


Sacamos los factores comunes: x", х, х), x, respectivamente. 


D() = (6 — By + (B +ү— 13 + (2o. + y — 1) — (у + 10) + (€ +1) 


Si el polinomio es idénticamente nulo, se cumple que D(x) = О. 


Veamos: 

6-В=0 => В = 
B+y-13=0 -ү-7 

2a *y-1120 202022 

y - 1020 > y=-10 
E+1=0 э б=-1 


Resolución: 
Р(х; y) = ху” +2 + Syn 7 ! — xy 


т+ 3 


Como es homogéneo, se cumple: п+ 5 = п + т-– 1 = т + 4 


(1) = (П): п+ 5 = тъп 1 (Il) = (IM:n+m-1=m+4 
т= 6 n=5 


e ¿m=6An=5 


Resolución: 
Dato Р(х) = ax + b 441) 
Р(х). Р(—х) = 25 - 9x? .. (II) 


Reemplazando x por —x en (I): = P(-x) = —ax + b 
Reemplazamos en (Il): 

(b + ax)(b — ax) = 25 – 9x? 

(b + ax)(b — ax) = (5 + 3x)(5 — 3x) 


Luego: Р(х) = ax + b = 3x + 5 


Nos piden: 
Р(2):х=2 = Р(2) 23) +5 = 11 


Resolución: 

Р(2) =Р(3 – 1) = 32 + За +1 |  Reemplazamos: 

Р(2) = 10 + 3a 10 + За 5 – 2а=7 
Р(1) = Р(2 – 1) = 22+ 2а + 1 5+а=7 
P(1) = 5 + 2а а= 2 


Рійе:а+3=2 +3 = 5 


Resolución: 
Hacemos un cambio variable: | P(a) = 2a + 7 
2x-1=a 

2х=а+1 Luego: 

P(0) = 7 ^ P(3) = 2(3) + 7 = 13 
spes 12 
2 Piden: 

Reemplazamos: P(0) + P(3) = 7 + 13 = 20 
P(a) - 425) +5 


Resolución: 
Р(х) = х - 3х2 - 3x - 1 


Sabemos que: (x — 1)? = x? — 3х2 + 3x - 1 
Luego: 
Р(х) = (x — 1 — 6х NO 


Hacemos: x ^ x + 1 


Reemplazamos en (a): 

Рх + 1) = (х+ 1 — 1) — 6(x + 1) 

Р(х + 1) = х? - 6х – 6 41) 
Hacemos: x —— x + 1 

Reemplazamos en (о): 

P(-x + 1) = (x + 1 1) – 6(=x + 1) 

P(-x + 1) = (х)? — 6x- 6 И) 


Sumando (1) y (1) 
Р(х + 1) + P(-x + 1) = -12 


Resolución: 
GR(x)=10=a=7 
a+3 


Р(х; у) =x y! y yr m bl 


bi6 834 1135 1155 
э GA(P)=11+b=13>b=2 


~ ОК(у-0-2-2-2-4 
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i Por el cambio de posición de 
i los términos, no cambia la 
i igualdad. 


(m - nf = (п - m? 


Recuerda 
E 1 asos conviene 
diferencia de 


—— ТУР Т 


: Considera también lo 
3 siguiente: 


| (m + п)? + (m — nf = 2mm? + 3r?) | 
: (т + nf – (m п) = 2n(3m? +n?) : 
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© PRODUCTOS NOTABLES 


Ср CONCEPTO 


También se les conoce como identidades algebraicas. Son productos que están indicados y de esta manera es 
fácil recordar su desarrollo sin hacer la operación de la multiplicación. 


CD PRODUCTOS NOTABLES MÁS IMPORTANTES 
1. Binomio al cuadrado (tcp: trinomio cuadrado perfecto) 


(m + n = m? + 2mn + n? 


Ejemplo: 
* [(x +2) - (5x + 3)? = [(5x + 3) – (x + 2) = (4x + 1? = [(4x)? + 204x)(1) + 12] = 16x? + 8x + 1 
Corolario: Identidades de Legendre 


(m n + (m — nf = 2(m? - п?) | (m n — (m – n)? = 4mn (m + п)“ — (т – п)“ = 8mn(m? + n) 


Ejemplo: 
4 4 x 2 2 a 5: 
. (2 +5) -(8 =) = (aca ^f – (a? – а 2) = se^ (e! + (a7?) ) = 8(a! +a”) 
a a 
2. Diferencia de cuadrados 


(m + n)(m — n) = m? п2 


Ejemplo: 
* [(9x-- 2y) + (х + у)] (3x + 2y) — (x + у) = (3х + 2y)? - (x + y)? 


3. Identidad de Stevin (multiplicación de binomios con término comün) 
(m + a)(m + b) = m? + (a + b)m + ab (am + b)(cm + d) = аст? + (ad + bc)m + bd 


Ejemplos: 
* ((x+a) + 2)(x + a) -3) = (x+ a + (2 + (- 3)(x + a) + 2(-3) = (x + a)? - (x + a) - 6 


e (За – 1)(2а+ 3) = (3)(2)а? + (3(3) + (—1)(2))а + (—1)(3) = ба +7a-3 


(m + а)(т + b)(m + c) = m? + (a + b + c)m? + (ab + ac + bc)m + abc 


Ejemplo: 
* (a- 1)(а + 3)(а - 2) 2 à? + ((—1) + 3 + (-2))&? + (-1)3 + (—1)(—2) + 3(-2))a + (-1)(3)(—2) 
=a + 02? + (-7)a - 6 a? – 7a 4 6 


4. Desarrollo de un binomio al cubo 


(m + n? = m? + 3m?n + 3mr? + n? (m — n? = m? — 3т°п + 3mn? - n? 


Ejemplo: Ejemplo: 
* (2m + п)? = (2m) + 3(2m)?n + 3(2m)n? + п? e (YT - 13 = (T P - 3/7 (0) + 30/7 yy - (y 
= 8m? + 12m^n + 6mn? + п? =6—3%49 +3%7 


Corolario: Identidades de Cauchy (forma abreviada del desarrollo de un binomio al cubo) 


(m + n) = m? + п? + 3mn(m + n) (m — n = т? — п? — 3mn(m — п) 


Ejemplo: 


Ejemplo: 
* (a? — by = (a)? — (bP)? — 3(a°)(b”)(a° — b^) 


1) = аза рз Зара? 22 bb) 


5. Producto de un binomio por un trinomio 


Suma de cubos 


(m 4- n)(m? — mn + nô = т? +n? 


Ejemplo: 
* (ра р – pd? + (9%) = p? + (d? = p? + q 
Diferencia de cubos 
(m — n)(m? + mn + n) = т – п? 


Ејетріо: 


‚ (VT -S/g (VT) Зеу + (т) = 1 Jg 


6. Тгіпотіо al cuadrado 
(т+п+ pf 2 m? n? + p? + 2(mn + mp + пр) 
Ejemplo: 


* (а – 2b – 30)? = (a + (-2b) + (—3с))? = a? + (-2bY + (-30)? + 2(a(—2b) + a(-3c) + (-2b)(—3c)) 
= a? + 4b? + 9c? + 2(-2ab — Зас + 600) = a? + 4b? + 9c? + 2(6bc — 2ab — Зас) 


7. Identidades de Lagrange 
Con dos variables 
(а? + b^(m? + m) = (am + һп)? + (an — bm)? 
Ejemplo: 
* (d2 + 9)(q? + 16) = (d? + 32)(92 + 4?)- (dq + 3(4))? + (4d — 3g? = (12 + dq)? + (4d — 3q)? 
Con tres variables 


2 


(a? + b? + c?) (m? + n? + p?) = (am + bn + cp)? + (an — bm)? + (ap — cm)? + (bp — сп)? 


Ejemplo: 
2 
(Pros (Leg 4 = (2+ 32+ (+) +0 + a 


r 


r 


- (17) + 39+ (57! ») + (r = at) + (2 =g” (1) 4 (3(2) - (s а) 


Recuerda 


Expresión general del 


| (т^ + nY)(m?* x: папу 402) 
| 
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| a la 50 


inte 


una nueva 
ггібіг la Identidad 


( 2t 4 тіп + n^) m^ — m'n 


Sim+n+p=0 
э m? + n? + p? = 3mnp | 
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8. Identidades de Argand 


(m? +m + tym? -m + 1) = m* + m? t1 


(m? + mn + n^)(m? = mn + m) = m + т?п? + п“ 


Ejemplos: 

© (48 4 2t4- 1)4€ — 2+ 1) = (21)? + (2) + ME) — (20) + 1) = (20^ + (20? + 1 = 16 42 +1 
‚ (Ê+ 2nt + 4n?) — 2nt + 4n?) = (Ê + (2n) + (2n)^) (Ё — t(2n) + (2n))) = t* + 4n? + 16n* 

9. Identidades de Gauss (identidades auxiliares) 

Ejemplo: 

* Siapy=1; a+p+y=2; a? +B? +y - 3; ap + ay + py = 4. Calcula: o? + B? + ү? 


Resolución: 
Reemplazamos los valores en la Identidad de Gauss: despejamos аЗ + p? + ү? 


o? +B? +y = («+В + у) (02+ B? y («р + ay + Ву) + ЗаВу= 2(8 - 4) +3 = 1 


2 3 4 1 
so e py 1 


(m + n)(m + p)(n + p) + тпр = (m + n + p)(mn + mp + np) 


Ejemplo: 
e Sip+q+r=0 y pqr- 3, calcula: (p + 4)др + rq + г)? 
Resolución: 
Segün las condiciones dadas, se puede hacer uso de la identidad. 
(p + q)(p + r(q + r) = (p + q + r)(pq + pr + qr) - par = —(—3) = 3 

Е Мэн 

0 -3 

(+ tp + 4а +1) -9 


10. Identidades condicionales 


Si: m +n + p = 0, entonces: m^ +n? + p? = —2(mn + mp + np) 


Ejemplo: 
(a? +b? +0?) 


e 5 а-0-0-0: calcula: E === 
(a +b + с) — 4(ab + ac + bc) 


Resolución: 
Reemplazamos adecuadamente la identidad deducida por la condición. 


(-2(ab + ac + bc)? _ A(ab+ac+bcj __ 
(a+b+c)-(2(ab+ac+bc)?  —4(ab+ac+bcy 
== 


0 


Si: m^ + n? + p? = тп + mp + np, entonces: m =n=p ‚(тпур ER) 


Ејетріо: Resolución: 
Sl p? g? 4-2 — pq +рг+ qr, Según la condición que nos dan; concluimos: p = q — r 
Luego: 
calcula: T 2раг Їнэ 2ррр = 2р” = 2р5 sal 
Dp 7 TIT 3 ^ 53.3 4 
(p +)(р + r(a +т) (р+р)(р+р)(р+р) (2p? 2p 


11. Trinomio al cubo 


3 


(m+n +p)? = m? + n? + p? + 3m% + 3m% + 3mn? + 3n?p + 3mp? + 3np? + 6mnp 


3 


(т+п+р)#=т + п + p? + 3(m + n)(m + p)(n + p) 


3 


(т+п+р)#=т +n? + p? + 3(т + n + р)(тп + mp + np) — 3mnp 


3 


(m + n 4 р)? = 3(m + n + р)(т2 + n? + p?) — 2(m + n? + p?) + 6mnp 


Ejemplo: 

(2x + 3y + z)? = (2x)? + (3y)? + (2) + 3(2x + 3у)(2х + 2)(3у + 2) 
= 2%? + КЫЫ 2^4 3(2x + 3y)(2x + 2)(Зу + 2) 
=8x + 2ту? Бов 3(2x + 3y)(2x + 2)(3у + 2) 


M EFECTUAR 


1.  Efectüa: 9. Efectúa: 

А= (x 1)(х — 1102 + 1) + 1 Р = (х – 3)2 + 6(х – 1) – X 
2.  Efectüa: 10. Reduce: 

E= 4/1 3(22+1)(21+1) М = (х + 2)? + (x + 3? – 2(x? + 5х)+ 3 
3.  Efectüa: 11. Halla el valor de: 

2 2 

(a + 2)(a — 2) (a? + 22) + 16 В-(/2-17-442-1) 
4.  Efectüa: 12. Calcula: 

(c у(х — у(х? + у?) + у* (yy (xy) - Фу 
5.  Efectüa: 13. Encuentra el valor de: 

(a+ 1) а — 1) + 22? - 1) We ee (56у eo og 

2x i 

6. Efectúa: 14. Efectúa: 

(x + а)(х — ajo? + a?) + al) + a? D- (x- 3)x +3) - (x+2)(x- 2) + 5 
T. Efectúa: 15. Reduce: 

(3x + 4)? — (4 – 3x)? M -(/5 e /2)(/5 -/2)«(/7 -3)(47 +3) 
8. Efectúa: 16. Reduce: 

Ts (4/3 51/8 14/8 - 1) Р = (х— у)(х + у)(х + у(х! + у*) y? 
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Problemas resueltos 


Resolución: 
к= | R- 2, 80(92 + 1)(9* +1 TES +1) 
_ (4a«b) -(4a- b) Жэ 
man иж f= 
Por Legendre: R = 44 « (9? 1)(92 + 1)(9° + 1)(9% + 1) 
_ 2(да)(®) 463b _ 1 
M=— Bab ^ Bab 2 шэг 


в 32/1 1961-2 (32)? 24 


Resolución: 

Del dato: 

х-1-3 

Х 

а al cubo: СТАРИ, РГ 

(х+1) — 33 Е = (x + 2)4х + 4. – (x + 5) (х + 1)? — 6x(x + 6) 
E = [х + B(x + 4)? – [(х + 5)(х + 1) – 6x(x + 6) 

х hal (х+1) =27 E = (х2 + 6х + 82 — (X? + 6x + 5)2— 6(х2 + 6х) 

X 


Sea: х2 + 6x = a 


1 


х +-—+9 = 27 


y Reemplazando: 
E = (a + 8)? - (a + 5)? — ба 
+= 27-9=18 AS 
Х E = a* + 16a + 64 – a” — 10a — 25 — ба 
Е = 39 


Entonces: х?+ ав = 18 
X 


Resolución: Resolución: 
Datos: Dato: (a + 1? = (43 +2)а 
ab = 1 a? + 2a4 12 a43 + 2а 
a+b=3 a +1=ad3 
Elevamos al cuadrado: Aud 
a+b=3 (a + 17? = За? 
(a «bj = 3? a^ + 2а? + 1 = За? 
а? + 2ар + 6? = 9 new 
1 
Nos piden: 


a cb 29-227 


Nos piden: 
S = (al + p^? = 72 = 49 s N23 
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COCIENTES NOTABLES 


CD DEFINICIÓN 


Son aquellas divisiones algebraicas de dos expresiones binómicas o de expresiones que adoptan esta forma en 
las cuales el cociente y el residuo de la división se obtienen sin efectuar la división (la cual puede ser exacta o 
inexacta), por esta razón también se les denomina cocientes notables. 


СО FORMAS GENERALES DE UN COCIENTE NOTABLE 


m n 
ап x 4d". (x)? + (a)8 
xta х? + a х? + ad 


En este ültimo caso para que represente un cociente notable se debe cumplir: 


n. términos del N-mM_n tes igual 
cociente notable ^ ^p q exponentes Iguales 


Se presentan los siguientes casos: 


Primer caso: división exacta 


Por el teorema del resto: d=0=x-a=0=x=a; entonces: R = а" – а" = 0 
Ejemplos: 
° PUT MN ЭР ЭР ГЭНЭЭ 
Х-а 
18 _ |12 36 (2 
irn E = (кў + (е) уг (СУР ЛУУ + G9) (У?) (^) 


Е х! + xy + xy + хбуб + xy? + ү? 


Segundo caso: división inexacta 


entonces: R = а" + а" = 2а" 


Por el teorema del resto: d = 0 = х- а= 0 = х= а; 


Ејетріо: 


x? +32 
х—2 
5 5,095 
El resto es: R = (2)? + 32 = 32 + 32 = 64 T X +32 X +2 4 28 д2 8x 4 164. —0%_ 
х—2 х—2 х—2 
Tercer caso: 


m m 


х —а 
x+a 


entonces: R = (-a)" — a” 


Por el teorema del resto: d 20 = х +a=0 


х=—а; 
En este caso hay dos posibilidades: 


l. Si m es par (división exacta) 
К = (-a)" - а" = а" - a" = 0 


3 * Los cocientes notables tie- 
nen la característica de ег : 
polinomios homogéneos. 


* El desai 


consta de un e- 


nota! n nume- 
ro términos igual al ex- 
ponente de las bases en el 
dividendo. 

* El grado d 
igual al e 
base en el 


nuido en uno. 


Observación 


| Para m par o impar: 


Los exponentes van disminu- 

yendo de uno en uno para la 

iable mientras que 

р 5 а уап aumen- 
tando de uno еп uno. 


[ED 
E 
7) 
Ks 
v 
=. 
E 
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Observación 
Para el cuarto caso. 
Para m, impar (divis 
р=-,+—,+,—,+...—,+ 


++ 


i Al aplicar la fórmula del 

} término general “t”, la 

i división debe adaptarse a la 
i forma general de un cociente 
i notable. 


* Sim par = hay dos términos 
centrales: 


ti = fo ^ lands, 
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4 4 
Х-У 3 2 2 3 
Яв = х? —-Xyc-xy-y 


Ејетріо: 


II. Si m es impar (división inexacta) 
К = (-а)" – а" = –а" – а" = –2а" 


8 


3 
-8 2. _ 16 
x12 х Ed х+2 


X 


Ejemplo: 
Aquí el residuo es: (2p -8=-16 
Cuarto caso 


х" a" 
xa 


Por el teorema del resto: d=0=x+a=0=x=-a; entonces: R = (-a)" + a 


En este caso hay dos posibilidades: 


l. Si m es par (división inexacta) 


R2 а" + а" = 2а" 


4 
Ejemplo: === = х° – x а+ха2 a. 20% 
+а x+a 


х* + а* 3 2 
X 


Il. Si m es impar (división exacta) 
В--а"-а"-0 


5 5,095 
Ejemplo: —— — x^ — 2x? + 4х2 — 8x +16 


Œ CÁLCULO DEL TÉRMINO GENERAL 


x" +а" 


Sea: 
х+а 


Un término de lugar К del cociente notable es: 


Donde: 

x: primer término del divisor 

a: segundo término del divisor 
m: n.? de términos del cociente 


Regla para determinar el signo 


1. Si d(x) = x — a; todos los términos del CN son positivos 
2. Sid(x) 2 x a; se tiene: 

а) Términos de lugar impar son positivos. 

b) Términos de lugar par son negativos. 


m 


Problemas resueltos M 


Е Наа el grado absoluto del término de lugar cinco del siguiente 
cociente notable: 


(e) (m9) 


3 
x =? 


Resolución: 
* Donde la forma adecuada de un cociente notable: 
2 
4 2 342 2 3\3 32 3\9 9 
$3 m3 0453 aa (à ) — (m3) Ё (2 ) — (т?) 


3 3 3 3 
X - m? х -m х -m х -m 


X 


* El término de lugar cinco está dado por: 
398-5, a5-1 
5-02) (m = 008. шт? 


= El grado absoluto de tal término será: СА(5)= 108 + 12 = 120 


2. ВА(Ы) = 120 
6 
ВЭ Calcula el término independiente del desarrollo: - = 28 
X 
хк 
A 


Resolución: 


= Una forma adecuada de expresar la expresión es: 


Como se podrá observar no existe al menos un término que 
tengan exponentes iguales. 


г. No tiene término independiente. 


EP Determina qué lugar ocupa dentro del desarrollo del cociente 
notable, el término que contiene a x e y con exponentes iguales. 
х 36 " у 
xi y 


Resolución: 
Para calcular el lugar del término donde los exponentes son 
iguales, hacemos: 


2218 5 28 
хөв -) > үз(0р8-К гуурс! 
X -y 


Luego: 2(218 — k) = 5(k — 1) = к= 63 


г. En el lugar 63 existe el término cuyos exponentes son iguales. 


ЮЭ Determina el término independiente del cociente notable 


siguiente: 
É (a+ 22 _ 2100 
О(а) = ae cy 
Resolución: 
a 4 2 0... 2100 
шээг EE = (а + 2)? + (а + 2)” 2 


+ (а + 225 +..+ (a+ 2g pz" 


* Recuerda que para el cálculo del término independiente, 
reemplazamos: a = 0 


TI = QU) = 299 + 2982 + 297 2 +...+ 2.2% 42% 


раа dau 2 


n- 100 2 términos 


+. TI = 100.299 
esos OI ITA й x 
Efectúa: P = 4-55 A 
XE +X +X”... +1 хх "+1 
Resolución: 


= Expresamos adecuadamente: 


p- PAE +..+1 _х?—1 


(2) G8 +29 +..+1 x XP 1 
G3Y — 1 

P= xu | pel A Ete 
SA ARA PANA 
х1 CORRON 

p AA A AA 
E A x 44 

ХЭ: 
Р-х9-1 г.Рх”-1 


B Determina el valor de (m + n) del cociente notable: 
x" y 
M 
si el grado del término de lugar 2k es el doble del grado del 
término de lugar k. 


Resolución: 
* El cociente notable se puede expresar como: 
n 
хт (yie Е _ 
ио = ox St 40) 
ty = x? уул! 40) 


* Del enunciado y de (1) y (2): 
GA(tox) = 2GA(t,) 
--т-- ———— 
m — 2k + 6(2k — 1) = 2(m — k + 6k — 6) 
=6 
* Del número de términos: 


т= > п= 36 


6 <. m+n=42 
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e FACTOOIZACIÓN 


Factor primo: 
Es aquel factor que se le 
reconoce por: 

tar coeficientes 


ible por si mismo y 
por la unidad. 


—— : 


i El polinomio debe estar : 
i expresado en función de sus ; 
i factores primos para hacer el : 
i respectivo conteo de factores. : 
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CB CONCEPTO 


Es la operación que consiste en transformar un polinomio como una multiplicación indicada de sus factores 


primos. 


# Factorización ==) 


x^ + 2х3 – 132 — 14x + 24 = (x + 4)(x – 3)(x + 2)(х — 1) 
аа Е. 
& Multiplicación = 


d CONTEO DE FACTORES 
Número de factores primos 


Para calcularlo se considera solo las bases de los factores, estos deben contener a la variable. 


Ejemplos: 
• H(X) = TXYy (x — 2у)(2х + 1906 + 5) 


5 factores primos 


Número de factores totales (п.° factores) 


Sea el polinomio: 
R(x, y, z) = (X + a) ly — 2b)'(z + c? 


n.? factores = (m + 1)(n + 1) (p + 1) 


* P(a,b) = abla + 2)(b? — 5)(a? — 3b) 


5 factores primos 


Ejemplo: 
B(x, y) = (x – 2x + 1)(х — 3у?)? 
= n? factores = (3 + 1)(1 + 1)(3 + 1) = 32 factores 


Nümero de divisores o factores algebraicos (n.? factores alg.) 


Estos divisores o factores solo consideran la 


parte algebraica y ninguna constante. 
Sea el polinomio factorizado: 

R(x, у, z) = (х + 2)" 
(у? + ш" (2-7Р 


п.° factores alg. = (п + 1)(т + 1)(p + 1) – 1 


d MÉTODOS DE FACTORIZACIÓN 


Ejemplo: 
2x +1 
Зу - 1 

(2x + 1)2(3у -1)4 (2х + 1)(3у – 1) 
(2х + 1) 
(2х + 1) (3y — 1) 
===  —T 


Factores algebraicos totales 
п.° factores alg. = (2 + 1)(1+ 1) – 1= 5 


A) Factor comün y/o agrupamiento de términos 
Se emplea cuando todos los términos del polinomio tienen un factor en comün o agrupando términos en forma 


conveniente se logra obtener factores comunes. 
Ejemplos: 
* Ax y) = х?у? + 2xy? + 2х2у 

= ху (Xy + 2y + 2х) 


B) Identidades 
1. Diferencia de cuadrados 
m? n? = (m + n)(m — n) 
Ejemplo: 


Y = (f - (уз)? = (х - yo + y) 


* B(x,y) = ax + by + bx + ay 


= x(a + b) + y(b + а) 
= (a + b)(x + y) 


Il. Suma de cubos 
m? + n? = (m + n) (m?— mn + n?) 
Ejemplo: 
+ 27a? + b? = (3a)? + (bj? 
= (За + b)(9a? — Зар + b?) 


1 Diferencia de cuadrados IV. Trinomio cuadrado perfecto (tcp) 


3 3 2 2 


m? — n? = (m — п)(т2 + mn + п?) m? + 2mn + n? = (m + n) 


Ejemplo: 
e 4x Sy + y? = (200) + 2(2x°)y +у? 


= (20 +y? 


Ejemplo: 
Š a? = рза - (ар)? = (68)? 


= (а? 2 paa? + app? + b^?) 


C) Aspa simple 
Válido para aquellas expresiones transformables a las siguientes formas: 


Q(x) = AX? + Вх" +С 


Solución esquemática: 
Woy) = Ax?" + Вхту" +су2" 


Ax" Ru А,С,х"у! + 
Ах" Cy" |А,Схту" 


Вхту" 


ху) = Ax?" + Вхту" + Су?! ‚ АВуС 0, m,n ezt 


Ејетріо: 
e Factoriza: Z(x) = (x + 3y + Ax(x + 3) + зх 


Resolución: Z(x) = (х + зу +4х(х + 3) + зх 


х+3 3x  3x(x43) 
х+ 3 Mb sd 


x(x + 3) 
4x(x + 3) 
- Wixy) = (A? + Суу) (Agr + Cay) di ope 
-. Z(X) = (4x + 3) (2x + 3) 


D) Aspa doble 
Válido para aquellos polinomios transformables a la siguiente forma: 


V(xy) = бх?" + Hx"y^ + Ly + Jy" Ky «L| |; (тп) 2" 


Solución esquemática: 
М(х,у) = бх?" + Hx" y^ + ly?” +.” + Ky" +L 
Gx" у" L1 
SS > dll 
Sp ims [ 


Verificación del 2.°, 4.? y 5.* término según el desdoblamiento conveniente de los factores primos. 
(1) : (Gx ")(ly") + (63x )(ly") = (641 + Gal xy" = Нх"у” 
(2): (у?) (2) + (lay" (Ly) = (Ez  loL)y" = Ку" 


(3): (G3x")(L5) + (GXx™)(L4) = (G4L; + 6211)" = Jx" 


Tomando la suma horizontal: 
Verificamos: 


(1) 14х5у2 — 5ҳ8у2 = 9ҳёу? 
(2) -5y? + 2! =-3y" 


(3) TX + x8 = 8х6 


Му) = (бух + Ly" + Ly)(Gox" + Ьу" + Lo) 
Ejemplo: 
* Factoriza: L(x;y) = 1 — 10у“ - Зу? + °бу? + 7х1 + 8x 
Resolución: L(xyy) = TK. 95у? - 10y* + 8х8 — зу? +1 
" E 
Ec (3) 2) 
159 2 


(1) 
228 A 


Suma horizontal: 
7. L(Xy) = (тхё - Бу? + 1) + 2у? +1) 


: Los factores reciben el 

i nombre de: 

i x+ 1 : factor lineal 

! x? + 1: factor cuadrático 


Atención 


Solo se realizará la factori- 
zación de polinomios en el 
campo de los nümeros racio- 


ntes enteros o 
fr OS). 
A menos que nos indiquen lo 
contrario. 


| 


Ах?" y C y^": términos fijos 


i En este método, si falta algún  : 
i término, se completará con 
} ceros. 
« ох", | y?" L.: términos 
fijos. 
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Кесчетда 


Observación 


E) Aspa doble especial 


1 mplea para factorizar expresiones: 
* En este método se comple- : Se emplea para fac expresiones 


ta con ceros si falta algún 


_ суй 3n 2n n 
término. T(x) = бх" + Hx" + 1х" + X +K 


Términos fijos: Gat К 
Solución esquemática: 


T(x) = Сх“ + Нх?" + 1х2" + JX? + K 


G4 20 zx К, 
p 
Сәх ZX" К, 
Comprobamos: : 
(20) 
(1) Жа? «Gu = 927 Sp – 921 = 221] 
(220) 


(2) бж" --б,2,х”- Hx?" 


(3) 2,Кәх" + ZKx" = Jx" 


o l 


P(x) 
Coeficiente principal 5. 


Tomamos la suma horizontal: 


(3) = (бух + Za? + Ку)(бух?' + Zox" + Ko) 


Ejemplo: 
* Factoriza: D(x) = 3+10х + 14x8 + х 


Solución: 
D(x) = 14x8 + + 10х* + 0х +3 


Comprobamos: 
(1) 6% + 7х* = 13x* > falta: -3х7-1(-3х2(х2) 


BA (=ô) 
(2) —6x8 + 7xÊ = xê 


(3) 3х2 — 3x? = 0x? 
^. D() = (7Х®— 33 + 3)2x* + x2 + 1) 


F) Divisores binomios (Evaluación binómica) 
Se emplea para factorizar polinomios solo de una variable, este polinomio puede ser de cualquier grado. 


Como su nombre lo indica, admiten factores lineales de la forma: ахь 


Se emplea el criterio de divisibilidad: 


a es un cero de Р(х) e P(a) = 0 


Luego: (x — a) es un divisor o factor de 
P(x) (teorema del factor) 


Caso general de obtener dos posibles ceros racionales (PCR) 


Divisores del término independiente de x en P(x) 
PCR = + $ ——————————————————— 


Divisores del coeficiente principal en P(x) 


Procedimiento: 
i) Determina los PCR 


ii) Deducir el factor que anula al polinomio: “a” es cero = P(a) = 0 = (x — a) es un factor. 


Е Е | tenga el polinomio. 


CO con el grado del 

polinomio. Ejemplo: 
Factoriza: 
Р(х) = x? + 6х2 + Зх -10 
Resolución: 


i) PCR = + {1;2;5;10} 


ii) Determinamos el cero del polinomio: 


“1” es un cero del polinomio = (x — 1) es un factor 
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iii) Aplica el método de Ruffini y asi determina el otro factor. Este método lo emplearás tantas veces como ceros 


iii) Р(х) + (x — 1) 
1 6 з |-10 
1 
2° 1% 95 


г. Р(х) = (х – 1)(х + 5)(x + 2) 


Problemas resueltos 


Resolución 

H(x y) = 10 + 11ху – 6y? - x - 11y – 3 
TEM EM. 
e AAA | 


= H(x у) = (5x — 2y — 3)(2x + Зу + 1) 
——— ———_ 


suma de coef. 0 suma de coef. 6 
`. La suma de coeficientes de sus factores primos es 6. 


Kesolución 
Р(х) = 2х – 52 + x+2 
х = 1 hace Р(х) = 0, entonces: 


(х= 1)(2х2— 3х –2) => Р(х) = (x- 1)(2х + f)x – 


2 
ко. 


*. Coef. principal puede ser 1 о 2. 


Resolución: 
Por aspa doble especial: 


2x* — 5? + 10x? — 10x + 3 2 


Se debe tener: 10x 


de "et Se tiene: Ae. 
Falta: 3€ 


R(x) = (2x? —3х + 1)? -x + 3) 
pd -1 
TP Ин. ИИА 


————— 
Factores primos 


Piden la suma de sus términos independientes: 
*. Y Сов = (-1) + (-1) + (3) = 1 


2) 


Resolución 
Р(х) = x + e e? 
Agrupamos: 

Р(х) = xo? + c?) – e + c?) 


= (+0) —c*) 


= (x 4 ogg — xc + co + с2)(х2 – c? 


= (x + с)(х2 — xc + с®(х? + c))x + c)(x - с) 


= (x + of — xc + c?) + cx - с) 


г. El factor primo repetido es: x + с 


Resolución 


Ер) = - 30 - x6 - x-2 


Factorizamos por Ruffini: 


> (х+1)(х— 2ух? 4-1) г, un factor primo es: x + 1 
—— 


Resolución: 


F(x)= e 3x)? – 14(2x? — 3x) + 45 
зог 

F(x) = (2x? — 3x — 9) (2x? — 3x — 5) 
о 

F(x) = (2x + 3)(x – 3)(2x — 5)(x + 1) 


*. Un factor primo es 2x + З 
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o 


UNIDAD 2 


ИХ 
| MCD(P(x у, 2), Q(x, y, 2))= 
у 


MCM(P(x, у, 2), Q(x, y, z)) 


Q(x, y, z) 


=Р(х, y, z). 


2. Dados dos оол. 


MCD(M, М). МСМ(М, М) 


} Representación de ша! 
i fracción: : 
: F- А» Polinomio 

: В divididendo 

: L—» Polinomio divisor 
i Veamos: 

: x-1 . 101 


+ 5x46 2x +1 


Son fracciones algebraicas. : 


. X. х°—2х+1 
2” 3 
No son fracciones 
algebraicas. 
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С> MÁXIMO COMÚN DIVISOR (MCD) 


El MCD de dos o más polinomios es otro polinomio de mayor grado posible que divide exactamente a cada 
uno de ellos. 


Ejemplo: MCD(Xy6z, xy) - xy 
Procedimiento a emplear para calcular el MCD de dos o más polinomios 


1. Factorizar los polinomios dados. 
2. El producto de los factores primos con su menor exponente nos dará el MCD de los polinomios. 


© MÍNIMO COMÚN MÜLTIPLO (MCM) 


El МОМ de dos o más polinomios es otro de menor grado posible que sea divisible por cada uno de los 
polinomios dados. 


Ejemplo: MCM(y6z, х?х°) = yz 
Procedimiento a emplear para calcular el MCM de dos o más polinomios 


1. Factoriza los polinomios dados. 


2. El producto de los factores comunes y no comunes con su mayor exponente nos dará el MCM de los 
polinomios. 


Ejemplo: 

Determina el МСР y el МСМ de los polinomios: A(t) = È +? —t- 1 y Q(t) = — à — 2t 
Resolución: 

Procedimiento: 

1. At) 28-8 -t- 4 - te 1) – (t 1) 2 (1+ 1) (2-1) =(t+ 1) t — 1) 
Q() 2-8 2 -2t-«? —t—2) 2 tt- 2)(t+ 1) 


2. MCD(A; Q) = t + 1 y MCM(A; Q) = (t + 1t — 1)(t 2): 


CB FRACCIONES ALGEBRAICAS 


Es el cociente indicado de dos expresiones algebraicas racionales enteras llamadas numerador (dividendo) y 
denominador (divisor) donde este ültimo es a lo menos de primer grado. 


Clases de fracciones algebraicas 


A) Fracciones propias: cuando el grado del nume- 
rador es menor que el grado del denominador. 


Ejemplo: 


Im = 3т+7 . гр 


« D? 
m^ + т — 11 (т) in) 


B) Fracciones impropias: cuando el grado del 
numerador es mayor o igual que el grado del 
denominador. 


clas 
10m" — 5m? + 1, ; № (m m) >D(m) 
m? + 7m — 1 


C) Fracciones homogéneas: son aquellas que 
tienen igual denominador. 
Ejemplo: 
4х-1,х7-3, 1 
42 642 x43 


D) Fracciones heterogéneas: son aquellas que 
tienen diferentes denominadores. 
Ejemplo: 
di X- 2.X 
2х-1'2+7'Х 


—— 
+1 


E) Fracciones equivalentes: dos fracciones 
son equivalentes si toman los mismos valores 
numéricos para todos los valores atribuidos a 
sus variables. 


Ejemplo: 
х+2 x? + 9x + 14 
x-1 х2-6х-7 


F) Fracción compleja o compuesta: es aquella 


que tiene una o más fracciones en el numerador 


о en el denominador. 


"Же e 
; . 2х — 1 
Ejemplo: T 
х 3х-1 


G) Fracción de valor constante: para cualquier valor de sus variables el valor numérico que asume la 


fracción es invariable. 


Sea: 
Ax — Bx? + C 
дку) = AL 
Аух— Рху` — Ry 
que asume un valor constante. 


Operaciones con fracciones algebraicas 


Suma o diferencia 


* De fracciones homogéneas: 


A,C,E. ADP + СВР + ЕВО - 
B D P BDP 
Multiplicación 
AW BC)... ABC E 
MANAP MNP 
División 


=> 


o también: 


Entonces: 


225 = |nvariable 


R 


Ejemplo: 
ёх-5 _х+8 ^x-5-(x*8) _ 3x-13 
х-1  x«1 x1 х+1 
Ејетріо: 
2 3 2 3 
E —M—— MM 
х2-1 xi-2x«1 (х+1)(х-1) (x-1y 
| 2(x-1)-3(x-1) | 5x+1 
(х-1У(х-1) — (x-Y (x41) 
Ejemplo: 
(Хаа) Ee \__(х+2)(х+4) _ 
х+4 /\х?+5х+6) (х+4)(х+2)(х+3) x43 
Ejemplo: 


20-13-15 . t — (2t-3)075) t 
2-25  ^t*5 (1+5)(1-5) 155 


4(2-3)1-5) 2-3 
(+5) t 


dA DESCOMPOSICIÓN DE FRACCIONES EN SUMADE FRACCIONES 


PARCIALES 


Es transformar una fracción racional a una suma de fracciones simples o parciales. 


Se tiene que tener en cuenta: 


|. Es necesario que la fracción sea propia, si no lo fuese, efectuar la división de modo que tengamos un 


polinomio entero más una fracción propia. 
II. La fracción debe ser irreductible. 


IIl. El polinomio del denominador debe ser factorizado. 


Casos que se presentan 


Caso l: el denominador presenta factores de primer 
grado no repetido de la forma: x + a 


N(x) - A B_ 
(x+a)(x +b) Xta xi 
MN NP y 

2 factores de 1.°' grado > 2 fracciones parciales 


Caso Il. el denominador presenta factores de primer 
grado repetido de la forma: (x + a)" 
N9 . A, B ЭР С 
(xtaf (xa) 


(хзар xta P 


3." grado = З fracciones parciales 


. 


i parciales: 


* Tres signos: 


Signo del 
numerador 


гг ‹ ón equivalente. E 
m-2n -(2n-m) 2n-m 
m-3n -(n-m) 3n-m 


> IM M_M 
NA N N 
=м M M 
ЭМ 1 
-M. M,*M. M 
manc = ге 


* Transformación de una 
fracción impropia a una 
fracción propia. 


хі+х- 13 _ (C ex-6)-7 
х-3 x+3 


(x— 2)(x +3) | 7 
x+3 x+3 


i Ejemplo: : 
i Descomponer en fracciones : 


7x 4 29 
x^ 9х +14 


i Resolución: Н 
! Factorizamos el denominador: : 


їх-29 __ А е В 
(х+2)(х+7) х-2 х-7 
А(х-7)-8(х-2) 
= (xe2)x 47) 


i Dando valores convenientes : 
i para: : 
1 7х+ 29 = А(х+7) + В(х+ 2) | 
i Рага: х = —7: -49 + 29 = -5B : 


| -8-4 : 
i Рага: x = -2: -14 + 29 = 5A : 
i эА=3 i 
; Luego: 

7x+29 _ 3 4 


: х“+9х+14 Х+2 х+7 
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Problemas resueltos 


Resolución: 

A(x) = (x — 2)(x + 5) 

B(x) = х2(х2 — 25) = x(x — 5)(x + 5) 
C(x) = xo + 4x — 5) = x(x — 1)(x + 5) 


г. MCD(A(x); B(x); C(x)) 2x + 5 


Resolución: 
Para dos polinomios se cumple: 


A(x) . B(x) = MCD(A; В). MCM(A; В) 


= (X +x – 2). (х^ - 5 +4) 


e^ Ie 
Х -1 х 1 


A(x) .B(x) = (x + 2x — 1x? – 4)(х2 — 1) 


A(x) .B(x) = (x + 2)x — fx + 2)x — 2)x + 1)(х – 1) 


A) .B(x) = (x + 2) (x — 1)2(x — 2)x + 1) 


Por lo tanto: 
A(x) . B(x) tiene 4 factores primos. 


Resolución: 
Factorizamos los polinomios: 


х2 + 14x + 48 = (x + 6)(x + 8) 
е, 

Х 6 

х2 + 8x + 12 = (x + 2)(x + 6) 
С 

Х 2 

El MCD de ambos polinomios es: (x + 6) 


л.а= 6 
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Resolución: 


Dada la fracción: 


{ > у. X a 1 
203 1 “х 1р 
ar Xt | 

х(х+1) | x(x-1) 1(х417-х 
Es шээг 

X*1-X х(х-1)41| x(x+1f 

2 
Ett AS 
X + х +1 х(х +1) 

Е_|Х+х+1-1 Хаан. 

х -х-1 х+1 
Е x(x 1) 

x1 
SEX 


Resolución: 
A(x-2)-B(x-3) . 7x-4 


(x-2)(x+3) ~ (x-2)(x43) 
(A+ Bx - 2A 3B = 7х – 4 
= A+B=7 ^ 3B-2A--4 
> А=5 ^ В=2 


Il 


 А-В-5-2-3 


Resolución: 
Dada la fracción: 


aA Lx + 12у 
F(x; y) V 4x e 6y 
Si es independiente de x e y se cumple: 


T. 2 m--8 


РОТЕМСТАСТОМ 


CD FACTORIAL DE UN NÚMERO 


El factorial de un número natural se establece por el producto de todos los naturales en forma consecutiva 
desde el nümero dado hasta la undidad. IEEE 


Notaciones: "Factorial de" : L, ! 


Ejemplos: 
l4 =41=4.3.2.1 IZ 8715 7.6.5.4.3.2.1 [20 2201 220.19. 18....3.2.1 
En general: 


[n = п! = n(n-1)(n-2)(n-3)..3.2.1. ; neINAnz 2 


(3 NÚMERO COMBINATORIO 


El número de combinaciones formadas se denomina número combinatorio, se representa por: Cf 
Fórmula: 


Ct = - - h Donde:n,keIN y 0<k<n Por definic 
(1-1К рк k e 
Es erróneo indicar: 


Ejemplos: = [1 —0= 1 (absurdo) 


22. 7 7 165. MP NEN 
05-17-5/52 = Z8 7215 21 == ga 


Propiedades de los nümeros combinatorios 


|. Suma de combinatorios 1. Propiedad complementaria 


э|х-у | 


le ¿(100 , 100 _ 101 | Ei 09—09 2409 : | 
Ск + Cha = Cha | Ejemplo: Суу + Суу = Су CEM Ejemplo: C; = C; = C; _ 6. Resultados importantes: 


1. C0 = 1;ne N 
Ш. Degradación de índices 2.С0-1,пєЄє N 


| 3. Cf = nne IN- (1) | 
Ambos índices: Ejemplo: С2 = = С20 =407 | | 
n n - 
k 
k -1 


Índice superior: Ejemplo: C20 = == 5 02-1- $c? 
R— = 


Índice inferior: |С? = лэл Ejemplo: C? = ——— Се = B 


IV. Igualdad de nümeros combinatorios 


ut А Ејетріо: 
CX. s—7 Cy > 2-5-Х-1У(2Х-5)4(1-1)-12 2 4442 7 Nota | 
_ -Х-4 >x=5 2 : 


т=п Ap+q=n 2.08-145) [ БАРАНЫ: 


: b) En general, la suma de coefi- : 


CB BINOMIO DE NEWTON (Desarrollo del binomio con exponente natural, n € IN) i cientes (2Coef.) del desarro- : 
E llo del binomio (yx+ea)” : 
Esta fórmula atribuida incorrectamente a Newton nos permite obtener el desarrollo de (x--a)", siendo n € IN. РО es ч i 
E Ecoef. = (y+e)" 


Fórmula general: (xa) = пхп CIAO Та + Спхп- 2а2 + Cy? За? +... + Спа" 


E c)La suma de exponentes | 
del desarrollo de (x! + аё : 
(Xexp) estará dado por: : 


Ejemplo: 

5. (545 | (5/4 543.2 | (55,243 | C5ya4 | (3555 
(х+а)? = Cox? + C1x ^a + Cox a^ + Сзх“а° + Саха” + Сга PUN 
Xexp. = A оа 


SA „3.2 + 54.9 243, 54.32 xa^ + а? - х? + Буа + 10x32? + 10x22? + 5xa + а? ETOO TNR E 


5 4, 54 
-x-5xa- 24 xa 321 ха“ + 1321 
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Observaciones 


Observaciones 


х" (1 2-1 donde : 
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Cálculo del término general 


Fórmula del término general: me Donde: k--1 es el lugar pedido y "n" el exponente del binomio. 


Ejemplo: 
Halla el término de lugar 35 en el desarrollo de (х? y?)*0 
Resolución: 
бв= laic CHOCA = + 0 xy? 
lugar impar 
Posición del término central 
|l. n? par = Existe 1 término central ll. n: impar = Existen 2 términos centrales 


2 (87 (58) 


Otras definiciones y fórmulas 
Ш, Coeficiente binómico 


n Siendo su desarrollo: 


k 


Se lee: coeficiente binómico de n sobre k. 


k factores 


Se representa por: | | пев; КЄЛ 


„(п 
1.2.3...К 


Ejemplo: ME 47(17-1)47-2)47-3) 
ни. 1234 21 


Il. Para un polinomio elevado a un exponente natural 
Ejemplo: 
(а; +ар + аз +... + a) ; ne IN 


Se cumple: 


e datárminne — pr+k=1 — pn+k-1 = (D k— f)! 
п.° de términos = C^ = Cs = К аг 


К! 


Ejemplo: 


[2 


Desarrolla hasta el tercer término: (1 — x) 
Resolución: 


Problemas resueltos 


Resolución: 


Е 
кт = (+ эчу (-2) 


n-k-p 
wafer (X 672 


Б п-К-0 n—k-p р 
ы = СеСр (2) 2 .3P (=) (25) 
Сото: 
— pnpn-k qut р (аук 
Иа Aee 


Identificamos exponentes de (1) y (2): 
n-k-pz2A^pz3Akz4onz9 


Reemplazamos en (2): 
ts = С9С5(2) 23% (-3) “yz 
— 
105 — coeficiente 
7. El coeficiente es 105 


Resolución: 


n+1 . 
Degradamos а C; ; | tenemos: 


x1 
(рее „бї. 


(ac) cr 
—————————— = 2x-8 


Resolución: 

Sea: (а; + a, + аз +... + а)" = n? términos = 00757! 
En el problema: k = 4 

Por lo tanto: C} +47? = 84 = C3+? = 84 


Desarrollamos: 


"M (n 4- 3)! (n 3)n*2(n91) _ y, 
: (n +3 — 3)!3! 123 

Dando forma: (п + 3)(n + 2)(п + 1) 29.8.7 

Sn-26 


Resolución: 
Р(х) = (x + 1)" 
n 
centra = tny: = Ca х=? 440) 
Па: 
n' — 9n +24 
teena = 6x 20 41) 
De (1) ^ (Il): " Р 
п — 9п +24 n тт ^ 
2 2 2 d 
n? — 10n + 24 20 и 
n -6]. _ o, | (0S:n242 —— —6 
п ЭЭС (| n=6 v n=4 2р 
Además: 20 e 
Ch -6 Г каш 
n=4 


Resolución: 
211 + 411 + 811 +... + 2'!! = 2048 


Sabemos que n'!! = 2*n! 
21 + 2211 + 231 +... + 271 = 2048 
Por definición: 
2.24+2°.2!+2%.2!+...+2".2! = 2048 
(2! +2? +23 +... + 2).2 = 2048 

2! +22 +23 +... + 2' = 1024 


2 +2? +2%+.. + 2 = 1024 
AAA 


2(2 — 1) = 1024 
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RADICACIÓN - RACIONALIZACIÓN 


ŒA RADICACIÓN 
Recuerda Es la operación que consiste en hallar una cantidad algebraica llamada raíz, que al ser elevada a un cierto índice 
reproduce una cantidad dada llamada radicando o cantidad subradical. 
Elementos de una raíz 
АВ = с 
Donde: 
А: índice (A € IN) 
/ : signo radical 


B: cantidad surbrdical o radicando 
C: raíz 


Transformación a radicales simples 


Radicales de la forma: /х X y Regla práctica: 
Е xe fe у |х-4х-у V y €24xy -4х + (у 
{х+ {у = 2 + > | 
Ejemplo: 

Ejemplo: 
vD | [5-453 - [ө + 49272 [9 4902—72 11-472 = 411-2492 
p =й 2 2 -40-2)-2402 

f - [9 +3 _ [9—3 
2 2 -49-142 
аша 01-17-3-12 


| N&*5- 575-555 | (Ту RACIONALIZACIÓN 


Es un procedimiento que consiste en transformar uno de los componentes de una fracción (numerador o 
denominador) que está en forma irracional en otra equivalente paralelamente racional. 


Factor racionalizante (FR) 
Es la expresión irracional que multiplicada por el denominador irracional lo convierte en una expresión racional. 


(Expresión irracional)(FR) = Expresión racional 


Casos de racionalización 
Para denominadores de la forma: 


АБС | C) IN y А> C, Bin? primo =| (А/ВСүЕву =A | donde FR = ЧВ^ ^ 


Ejemplo: 
7 ftm 21415 am 
77378 1117-3| | gy x 


Para denominadores de la forma: 


жт +? /РЄШу(ВрєФ" >| (P/T +/ (ЕВ) = РТ —"/R. | donde FR = WT x К 


Ejemplos: 


—` 


5 ___5 (411-43ү 5411-43) 5 
tomm mU) wie m 
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2. Racionaliza: А = 


Dando forma: 


Az 
[E 
5-2 2X5 
7 15,(5 [3 77-43 
А- 2 127127 12 "m 42. 47-43 * Diferencia de cuadrados: 
"n 3 {Т +43 41-43 2 3 
2 2 12 | (a+b)(a-b)= a^- b 


Racionalizamos: En forma análoga: 


2P. 2P. 2P = 2P, 
ATAR TAB) UT- 48 -2Я |0| í 8-40 T 224 
[T 443 ^ QT - 13) 4 4 2 
* Suma y diferencia de cubos 
Para denominadores de la forma: СЕ (а? + ab +02) = а? «b? | 
3/M 3N | M; Ме G* = (у З) (ЕВ) = MN ) donde: FR = ЭМ + ЗМ SIN + ЭЛЧ deli o 
@/a + 3/6) a+ S/a*/b + 
3 
Ejemplo: Vb?) =a+b 
FR 
Ü _ 40. a Чо ааг). Т e le Pl 2) н 
3/7 —3[2 3/7 —3[2 372 + YT 32 4+ 322 3175-3125 


— 


Diferencia de cubos 


Casos especiales 


| vneZ*; n z2| (/M - NP)FR2M-PS ЕК = ММ" IM"? P +.. pn! 


ll. vneZ';nimpar | (M + "/Б)ЕВ =M +P S FR = УМ" — NN? P +... + 2" 


Ш.Уле2 праг | (VM -"/P)EFR 2M- PS FR 2 ЧА" NP? NP pro! 


Ф EFECTUAR 


Grupo | Grupo Il 

Transforma de radicales dobles a 1.  Racionaliza e indica el denominador: 
simples: 221 

| ш с En 

ОК ЖО - /5 2 n 

з N- ss £n - 5 "Sm 

4 о Ив — VA 2 Reduce: N-—77— -242 +2 

5. М-43-48-1 4. Reduce: M AU AS 72 
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Problemas resueltos 


sá Resolución: 
Resolución: 
N23 7297? _ Зот 5 М = 42x 1- 4x4 x — dx +1 
10/93 "10/9103 2 a+b a.b 
(FR) Entonces, los nümeros son: 
101:7 а-х ^ b=x+1 
М = KL zi 30/77 +46 Cumplen que: 
{23.2 a+b=x+x+1=2x+1 
N= 27 012 +46 a.b=xx+1)=2+x 
Reemplazamos: 
~N = 46 М= +4 ET dx ET 
“.M=Yx 


Resolución: 
Racionalizamos cada término: Resolución: 
1 1 (42-1) 42 —1 Bi Де 33252 , 354 
= — 5252 -42- 439352 + 24 
(2-1 (241) (/2-1) 2-1 Racionalizamos: 
22.2 (0341) 20341) m e 13182 — УЗ?) 
Ec wem ure з= AAA 
(13-42) ma 3" + 432.22 + 42 3^ — 42 
——— — АЕ За E A O 3/9 34 3g -YF 
453442. (43-42) (43-42) 3-2 FAILLE - GL 


(v8) - (4) i 

Reemplazamos cada término en la expresión: 
С-1(/2-1)-(43-1)-143-42) 
С-142-1-43-1-43-42-242 


:0-212 


Resolución: 


Х- 17 х+1 Fri m - [434212 ЕТ" 


ни үгэ ЭЭН. (2 +15 


Resolución: POLI +1 
Transformando a radicales dobles: m CERA 
2-1 417 

214227 mam Бин ман 
ee 22020210 САИ 
аР E (42 +1) prem =({ 1 
Donde: C = 4A? — B Igualamos exponentes: 
-0-1421-432-40-3 -h =t 
Luego: V21 + 4432 = ЕНЕ 
Reemplazamos: 2 -1 

Хэр 4 
= 2/3 +3 24 : 
2/3-3 8 = х – 1 

2.Ё-1 203 
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©) NÚMEROS COMPLEJOS 


© CONCEPTO 
Se llama número complejo a todo par ordenado (a; b) de componentes reales. El conjunto de los números 
complejos es denotado por C. 


Atención 


unidad imaginari: 


Notación: como la гай 
- = | del negativo de la 
z = (a; b) = a + bi; (a; b) e IR, i= 4—1 i 
Al número a se le llama parte real de z: a = Re(z) | i= T = P--1 ) 


Al número b se le llama parte imaginaria de 2: b = Im(z) 


CB COMPLEJOS ESPECIALES 
A) Complejos conjugados B) Complejos opuestos 


| ?Va- Imaginario 
| а<0л пє2 


б r=3-5 S = 3+5 * һ=5—{31 => h*2-54 (3i Ф 
= qol. © = Las «21-34 ёл 
s=75+t2 > 8-5 2i С о >c > 3i P 


Propiedades de los conjugados 
Considerando los complejos: z4 y z; ЄС 


1.| Z =2 = 2, es complejo real 7 (2)- 22 v2, + (0:0) 
: 2) 
Ejemplos 
* Z 72340123 -2,-3 2-2, Ejemplos 
б24--2 2(4--2 э 24-02, 7 ЇГ ин (-21-3х3, 
-- === 13) Typ ЖЕ, 
. -4L(-3-11)-.L(-34 11) MOS 
Ejemplo: 10 10 uet 
* Z;-23i = z;--3i ^ z?'--8i sf$e3)..5-2. 3-8 ==) 
— 3x142(-3 2х1—3(—3). MM o 
= = + 1 ! 
3. ATA 2Re(z:) 12 + 32 12 + 32 3 {ЫК ТД ТЕЗ ыб 
Ejemplo: E i 
. “Би е 739! шал | mU Эн 
z -10- 1 > Zz-2Re(z) 4. i-i rb... £i 20 
TETEA А 
Ejemplo: SPI | | 
e а) Z — 3, = — 2(%)) = 2-3) * 10 — 3i = 10 + 3i = 10 — 3i | 
2)=11+3 J z; —z; = 2ilm(z;) e 410 —2i = 410 + 2i = 4/10 – 21 
5 ZEZ =Z +Z 9.| (z)-(g';vnem 
Ejemplo 
e (2-3) + (7 — 5) 29 — 8i = 9 + 8i 40. Yz) = YZ vncIN 
(2-31) + (7 — 5) 22 3i 4 7 — 5i 
=2+3+7+5=9-+ 8i 
—— 11. | IRe(z)| < Izl; |Im(z)] < [21 
6 Z4.25— Z4 . Z9 13:| 28-4; а>2; аєм 
Ejemplo 
e (2+ 3)(7 — i) = (2 + 3i) . (7 –1) = 2 - 31)(7 + i) 


= 17 — 19i 
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Observaciones 
[К а са а: 


= К 
* Complejo imaginario риго 
ѕ:а= 0 


Complejos iguales 
Si: a+ bi 2 c 4 di 
sdzoA b=0 


lejos: 
di 


* Adición: 


24 + Z2= (а+ с) + (b + а) 


* Sustracción: 


21-22 = (a — с) + (b - а)і 


* Multiplicación: 


| z4 . z2 = (ac - bd) + (ad + boji| 


* División: 


41 _ac+bd 


bc — ad; 
Z2 c?^«d? 


c^ d? 


Z> + (0; 0) 


i El afijo de un complejo es un į 
i punto del plano complejo, el : 
i cual se representa por un par | 
i ordenado (a; b). : 


і | n.° complejo y H 
: complejo : 
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CD REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA DE UN NÚMERO COMPLEJO 


Plano complejo = Diagrama de Argand = Plano de 


z-(xy)-x*yilxyem;i- 4—1 
Gauss 


Módulo de z: 


2-5 > |2| = [5| 


Ejemplos: 


e z=-3+4 > = 4-37 4 =5 . 


Propiedades: У?,2,22ЄСЛлПЄЇФ. 


1. |] >0;|z]=0; 2 =(0; 0) 7. -z.z 


2 а= |z| = |Z*] 8. |74 + Zo] € |74] + (| | (Desigualdad triangular) 


3. [z. zo] = [241.123 9. [z4 + Zo] > [zi] — [25] 


2 
sA 


E 10.lz4] — |22] < |24 = zal 
221 |% 


р 


11.|Re(z)| < |z| 
5. |= gl vn € IN 

12.|Im(z)| < |z| 
6. |Vz| = NIz|; vneIN;n>2 


C3 ARGUMENTO DE UN NÚMERO COMPLEJO (2) 


Ф 
b ag(z) -2Кл-0 (|К-0:1,2:3.. 


П 
1 
| 
П 
O 


> Re(z) 


6: К = 0 = arg(z) = Ө; se denomina: 
argumento principal de 7. 


0 se puede expresar en radianes o grados 
sexagesimales. 


* Dela región triangular sombreada: 


tano = b = |0= arctan +) 
a a 


CD) FORMA POLAR O TRIGONOMÉTRICA DE UN NÚMERO COMPLEJO 


1 | seno 
| 

| 
| 


|z| coso LI Re(z) 


Del gráfico: z = (a; b) = a + bi = [z|cos0 + (Iz|senO)i = [z|(cosO + isenO) 


Luego: 2 = |2|(соѕ0 + isen0) | donde: |z| =/a? + b?; Ө = arg(z) 


Operaciones en forma polar 


Sean los complejos: 
z = |z|cis0; z4 = |z4|cis04; 25 = |z5]cis0; y n € IN 


A) Multiplicación C) Potenciación (fórmula de Moivre) 


Z4.257 |z4l . [z2lcis(04 + 05) = (Iz|cis9)" = [2|"сіѕ(пӨ) 


D) Radicación 


B) División 
Mz = niz lcis =" j (2&9. 
z = laso, - 0) |:z; 4 (0:0) 2-1|21060 -1|2| cis a 
Donde: k = 0; 1; 2; 3; ...; (п – 1) 
RAÍCES CÚBICAS DE LA UNIDAD REAL 
= 1 
= = эь -1 | 43, Ll 

Z=1=Z айн хайн нд 

Z= "E =w? 


Propiedades: 


1 | w*=1:vkez* 2.| м "zw" v emez* 
4. Las tres raíces cübicas de la unidad suman cero: 


FORMA EXPONENCIAL DE UN NÜMERO COMPLEJO 


El número complejo en su forma polar o trigonométrica: z = |z|(cosO + isen8) 
La fórmula de Euler es: e?! = cos0 + ¡send 


Entonces el nümero complejo en su forma Donde: 
exponencial es: Ө: argumento principal де z (arg(z)), 
T radianes. 
e: número de Neper (е ~ 2,71828 ...) 
|z|: módulo de 2 


i: unidad imaginaria (i = /—1) 
Ejemplos: | 
л! 
e z= 141(с0520° + іѕеп20°) = 141e 9 


е = M [C5 + (553)? : | | . 
7--5-543|- 543 y cos(( ((90 Nro. е) + isen((90 +30 hd) 
2x 2n M 2 
z= 10 [22 3 ЫЕ - | — 10е 
CD EFECTUAR 
1. Reduce: A = (1 4 ij  (1.— i8 : 
2. ВейисеА=ї+ї +++... 4124 12! " 
3. Calcula: A = 4-27 +У=75 - /—147 
/ —12 – / —48 + / —108 T. 
гү7 
^. бай 2 e И 
(1-1) 


18:18 


і А la forma polar también se : 
: le puede representar en su : 
i forma sintética: Н 


z = |z|cis(0) = |2|(со5Ө + іѕепӨ) 


* El argumento "0" es el 
ángulo generado por el 
radio vector al girar en 
sentido antihorario desde 
el eje real positivo hacia un 
punto cualquiera del radio 
vector. 

* Para calcular el ángulo “Ө” 
principal de un complejo 
se debe tener en cuenta 
en que cuadrante se 
encuentra el afijo de z y 
luego calculamos tomando 
en cuenta: 


b 
EE arctan( A ) 


expresado en * Relación entre la forma 


exponencial y la forma polar 
de un nümero complejo. 


= соѕ0 + іѕепӨ 
= cos0 – іѕепӨ 


е" 
e” 


* Teoremas adicionales 


Resuelve: М-(4-1-2314-1-1)-4-9 


Resuelve: N = (2/—1 + 3(3/.—1 —2) - /—25 
-1-5 
248i 


Dividir: ег 
(1-4) 


Dividir: 
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Problemas resueltos M 


ED Calcula: 


2 43 
N- (1-1 шш! 
(1-1) 
Resolución: 
Aa] 2 41.3 
М 2 2 2 
203 
хайх 
ВЭ сасы: 
ЗГ 
Ne 8 
Resolución: 
(iO e(t ui) 
A 
—2i(1 — i?)2i 
ks == 
= _ 
К= == =1 


Resolución: 
(1 eif e (1 - ijf 
(-47-0-1 


Recuerda: 
(1+1) = (1 – 1) = 
(1-1 = 2i 
 - i = -2i 
Reemplazando tenemos: 
o E O E aA 
2i — (-2i) 4 ixi  -1 
БЭ кесә: 
Ї 8 
Е-1--- 
(7) 
Resolución: 


Del enunciado: 


te) 


ЗЕ шы же 


..E=e” 
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2i 


ED Determina 2а — b si se cumple: 


acbi- ke-m i 


Resolución 

32394 
а+Ы = [0 3)" 
Observación: 
(35 - (den - +1 = 
Luego: PN 
a + bi = [2 - 3) tI i 
a+bi=(2-3 


a + bi = (2 — 3i)? = —5 — 121 
28--5yb- -12 

Nos piden: 

2a — = 2-5) — (-12) = 2 


O Sean z4, z; dos complejos que cumplen: 


2 2 2 
[z4 + zol* + [27 -24 41 | 
2 Р 
Halla: 120. si Re(z4) = 2 
[22] 
Resolución: 
2 2 2 
[z4 + z|" + |25 — zl = 41zl 
————————— 
2 2 2 
201211 + Izal^) = 4211 
251242 2 
2 = [21 = [22] = [241 
L1 


SM IQ 
[22] 


Si se cumple lo siguiente: 


Z4 Z2 EC y [24| = |22] = 3 con Arg(zi) = В; 
Аг(25) = о, donde: B - a. = x 
Halla: |z) + zie 122158 izo]? 


Resolución: 
-zxZzz*w-z-w 
Nos piden: 

S = |z, + iz, + |z; + izi 
Por partes: 


Iz; + zi = (z; + iz) z; + 2) 
= (z; iz) (Z2 + й) 
= (z; + iz) 5-1) 
= Z2; — 1212) +1717; + ZZ, 


" 2 i os 2 
Iz; +1 = |2 — 12122 + 125 + [241 (1) 
En forma análoga: 
ра + 02 = — zz; + i227; + [22 4) 
Sumando (1) y (11): 

"v. үөү. 2 2. 9/2 1432 — 
[Zo + 4Г + |z4 + 121 = 2([z4l^ + [z2]^) = 2(3 + 3^) = 36 


- UNIDAD 5 


В ECUACIONES DE PRIMER ёРДОО 
© PLANTEO ОЁ ECUACIONES 


d ECUACIÓN ALGEBRAICA 


Es una igualdad condicional, en la que al menos debe existir una letra denominada incógnita. 


Ejemplo: | 
TOS 


* Solución o raíz de una 


Es una ecuación de incógnita x. 


CD CLASES DE ECUACIONES 


га (10 
De acuerdo a sus características se presentan: 


= х= 15 (solución o raíz) 
Por el tipo de coeficientes 


En este caso pueden ser numéricas o literales. solución ов апа 


Ejemplos: 
e x-X — X. X 29 es una ecuación numérica 
6 12 7 
b(c +1 ЛЭ - : А 
ах + Bern = ф2: es una ecuación literal con coeficientes a; b; c yd х= i б x22 б x«-10 


са P loa 
= ©8={ 10; $2] 


Por el tipo de soluciones 


a) Compatible 
Aquella cuyo conjunto solución tiene al menos un elemento. 
Se presentan también como: 


Compatible determinada 
Es aquella en donde se pueden cuantificar sus soluciones o raíces. En este capítulo, como un caso particular, 
la ecuación de primer grado tendrá ünicamente una solución. 


Ejemplo: 


2028 57-19 Е 23-12 э х=34 


Compatible indeterminada 
Es aquella en donde no es posible cuantificar sus soluciones o raíces. 


Ejemplo: 
3(x-2)+9=24 + 3(x- 7T) = 3-3 КЕЕ 


Esta ecuación verifica para todo x, su CS = oc (infinito). * A lasecuaciones también 


i se les llama enunciados 


b) Incompatible (inconsistente) i abiertos y es evidente que 
" i T : : » : el valor de verdad de la 
También denominada ecuación absurda, no admite en su conjunto solución elemento alguno. igualdad (verdadero o falso) 

: | i dependerá únicamente de los : 
Ejemplo: i valores que puedan adoptar į 
7х 21 : sus incógnitas. 

+ = 350 + = x= 200 E 
4 х-200 Х-0200 2 222 GI II LN3n Э === 


Pero tenga en cuenta que si reemplazamos el valor de x en la ecuación inicial, resulta matemáticamente 
absurda. No hay valor alguno de x que verifique tal ecuación. CS = Ø; también CS = { } 
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Observación 


(2х + 110x — 1) = 7(10x — 1)] 
Si simplificamos 10x — 1 
se tiene 2x+1=7 = x=3; 


para no perder una solución 


10x-1=0 > х= ту 


БЕЗДЕ 
x-2 x-2 
Multiplicando ambos 
miembros por x – 2 se 


tienex- 2-27 > х= 5; 


para evitar que se 
introduzcan soluciones 
| extrañas: x 220х532 


Ух?+7=х+7 
Elevando al cuadrado: 
x54 7 2 х2 + 14х + 49 
-x--3 
Comprobando en la ec. 
original: 

4-24 = x--3 
| (ünica solución) 
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Por la forma cómo se presentan 
a) Fraccionarias 


Ecuación que contiene fracciones algebraicas, es decir, donde la variable aparece en los denominadores de 
las fracciones (al menos en uno de ellos). 


Ejemplo: 


101 , 3x-1 _ 3(x-2) m 
"um cU Mi. m Т 


b) Irracionales 
Cuando su variable se encuentra dentro de un radical. 
Ejemplos: 
* /2x-1+2/x+1=1 a /1+x+%V2x+3x = 10 


CD ECUACIONES DE PRIMER GRADO 


Forma general: 


Donde: 


x: incógnita (asume un valor) 
ax+b=0 . 
a; b € R (constantes) 
Solución o raíz de la ecuación: |х=-2) 


Análisis de la ecuación: ax + b = 0 


а) Sta #0 ^ b z 0, la ecuación es: c) Si:a+0 ^ b=0, la ecuación es: 
compatible determinada y su solución: determinada, su raiz es nula: x = 0 es única. 
b 


x= – — es única. | E | 
а d) Si:a 2 0 ^ b = 0, la ecuación es: compatible 


indeterminada, verifica para todo valor que 


b) Sia=0 A b z 0, la ecuación es: | 
puede tomar la variable x. 


incompatible o absurda, no tiene solución: 


xeGQ;xet) 

Ejemplos: 

1. Determina los valores de a y b, si la ecuación: (a — 9)x + b = 3 es indeterminada. 
Resolución: 
* Laecuación se puede escribir como: (a - 9x + (B- 3) 20 
* Para que sea indeterminada: а-9-0-а-9 


b-3=0=b=3 


2 Siendo a; b € IR — (0), determina la raíz de la ecuación: 
a (x — a) + (x — b) = abx 


Resolución: 
* Efectuamos las operaciones en el primer miembro de la ecuación: ax — a? + b^x — b° = abx 


* Transponemos términos: аҳ + b^x — abx = a? + b? 


* Factorizamos la variable y desarrollamos el binomio al cubo: 
x(a? — ab + b^) = (a + b)(a? — ab + b?) 


* Simplificamos el factor a? — ab + b*: x=a+b 


La ecuación es COMPATIBLE DETERMINADA cuya única solución es: х= a + b 


A 


3. Determina la solución de: 4x + 14 — {х — 1 = 1 


Resolución: 
* Elevamos al cuadrado ambos miembros: 
(Mata) -(1 мату 
Х-14-1-24Х-1-Х-1 


2/х-1-14 
x-1-49 ши 
x= 50 


e Comprobando si verifica en la ecuación original: 
450 +14 — 450 —1 «1 
8-7 -1 
1 = 1 (verdadera) 
г. La ecuación es COMPATIBLE DETERMINADA donde la única solución es x = 50. 


CD PLANTEO DE ECUACIONES 


Trabajo 
En este caso se tiene que determinar el tiempo que demandará en realizar un trabajo hecho por varias personas 
tomando en cuenta su capacidad de producción. 


Ejemplos: 
1. Rubén puede pintar una pared en 3 h; ¿qué parte de la pared podrá pintar en 1 h? 
Resolución: 
| 3һ= oo | 3h = En1 h Rubén puede pintar 1 de la pared. 
—— 
1h 
2. Sandra puede construir un biorreactor en 6 días. ¿Qué parte podrá construir en 1 día, en 2 días, en 5 días, y 
en x días? 
Resolución: : 
9 "e Р го Mayor que; | Una cantidad |: 
Siguiendo el criterio del ejemplo anterior: más que, | tiene más que | 
1 : excede otra 
En 1 día Sandra construye: ¿del biorreactor. En 5 días Sandra construye: 58) -$ de даг 
biorreactor. ; Un número excede a otro en 25 
En 2 días Sandra construye: 2 = - del En x días Sandra construye: 48) =X 0 i| А 22-08 Tm 
biorreactor. biorreactor. : 8 
x 
3. Un albañil puede hacer una escalera de concreto en 6 días. Su ayudante lo puede hacer solo en 8 días. 2 "€ 
Determina el tiempo que demorarán si trabajan juntos. А аз 
Resolución: : 
Рапе del Nümero Dare Luego: ы pies pir | 
trabajo de días combletada Parte que Parte que i| excedido que otra 
hecho en | trabajando | 4. i TUE hizo el hizo su ЗҮҮ? 
1 día juntos ! albañil en "t ayudante en Total del ¿ | Un número es excedido por otro en 9 
días + “Р días = trabajo == ped 
——— = ———” == 
i t 1 
6 8 


* Multiplicamos miembro a miembro por el МСМ(6; 8) = 24 


4t + 3t=24 
= 24 


(-33 días <> 3 días 10 h 17 min 


г. Trabajando juntos, la escalera de concreto la terminarían en З días 10 h 17 min. 
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Datos numéricos 


: Los problemas con datos 

i numéricos son aquellos 

i en donde el cálculo de la 

i variable permite tomar en 
i consideración valores o 

i constantes reales que nos 
i dan como datos. 


Enunciado Lenguaje 
matemático 
como; por cociente 
entre dos 
cantidades 
Así: 


El 20 por 101 de un número es 200 


CD EFECTUAR 


Grupo | 


Ejemplos: 


1. Un vendedor lleva una caja de vasos de vidrio al mercado y pensaba venderlos a S/.1,6 cada uno. En el 


trayecto se le rompieron 13, y calculó que vendiendo los que le quedaban a S/.1,8, cada uno sacaría el 
mismo capital. Determina la cantidad de vasos de vidrio que llevaba. 


Resolución: 
Asumimos a la variable V como el nümero de 
vasos de vidrio que llevaba. 
* Sucapital al venderlos a S/.1,6 sería: 
16V ..(1) 


* Como se le rompieron 13, entonces quedan 
(V — 13) vasos de vidrio, luego para que no 
disminuya su capital los vende a S/.1,8 cada 
vaso, siendo en este caso ahora su capital: 
1,8(V — 13) ..(2) 


que debe vender para ganar 120 soles. 
Resolución: 


* El comerciante compra 7 manzanas por 24 
soles, luego el precio de compra de cada 


manzana es E soles. 


* Asimismo las vende a 3 manzanas por 11 
soles, entonces el precio de venta de cada 


manzana es 2 soles. 


Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones. 


1. 5х+3 = 9х – 12 +x 


2. 30-3 +х=6 – 8х – 12 


С Аа 
3: 6 d m 3 X 
X s et a A s 
лел р» 
Grupo |! 
1. Resuelve: 3(2x — 5)— 2(x — 4) = 4(х—4) 


2 

3. Resuelve: 5 
4. Resuelve: 3 
5 


. Resuelve: 3 


x-2)-4(x43)-5-x 


A = — 4 


2x — 4) + 2(3x — 2) = 2(6x — 8) 


. Halla m + п, si: m(x— 2) = 4 — nx es 
compatible indeterminada. 
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х 1)-4(x- 2) = 3(x - 3) - 2(x - 4) +4 


* |gualando (1) y (2): 
1,6V = 1,8(V — 13) = 8V = 9(V – 13) 
= М= 117 


г. Inicialmente en la caja llevaba 117 vasos de 
vidrio. 


. Un comerciante compra manzanas a 7 por 24 soles y las vende a 3 por 11 soles. Determina las manzanas 


* Secumple: 
Ganancia de _ Preciode _ Precio de 
cada manzana ^ venta compra 
i 211. 24 9. 
Ganancia de c/manzana = 3 77» soles 


г. Ahora, si por cada manzana gana 2. soles, 
para ganar 120 soles debe vender: 


120. (2) = 504 manzanas. 


. 5(х — 1)+ 16(2x + 3) = 32x - 7)- x 
. T(2x — 5) – (4x — 11) = 9(x — 6)+ 29 
‚ (x + 3)(x — 5) = (x + 2)(x + 5) 


. За —[2a — 2(a — 3) = 2(a – 2) 


. Halla a, si: а(х — 2) = 3(x + 2) + 4(x — 3) 
. Наа m, si: m(x + 2) = 3(x — 8) 


es incompatible. 


. Halla a, si: 3ax + 2 + 5x 2 8(x — 2) 


es inconsistente. 


Problemas resueltos 


Resolución: 


3px? + (3p — 3)х — 3 + 3px? — (3p + 2)х +2 
Resolución: шил = шии 2р +1 
ЕБ ИШЕ PR: A ES E 5 3 
ax+n+1 ax-1 ах+2 ах-2 ах-3 6px? — 5x – 1 = (2р + 1x? - 2p - 1 
b. sr. 1 dud. Бу 
"(an aug) (4p — 1» 5х = -2p (0) 
Se observa que se eliminan algunos términos, luego: 4р-1-0 
11 1 
ах+п+1 a1 arn 4р=1 > p= 
2 1 - 
ах+п+1 ax«1 а Reemplazamos р = 1. en (1): 
ах=п— 1 1 
КЕН == 204) 
‚х= 15 4 
= ES 
5x- 2 > x= 
+. CS = {110} 


Resolución: 


Del problema tenemos: 
M (x - X) - m^ (x - т) = X^x — 3? = m?x — т? 


у +м+т° 
net Resolución: 
Para que la ecuación sea incompatible, x no debe existir. Operamos la ecuación: 
Pilas AC ЭХ (2nx – 3)(x + 1) + (3nx — 2)(x — 1) = (2n 43) - 1) 
А= = т 0 А 
Reducimos: 


5m? — nx — 5x — 2 = (2n + 3X? - 2n - 3 
(5n — 2n — 3)? — (n + 5)x = -2n - 1 


Del enunciado: 


5п– 20 = 3 
Resolución: 3n-3 
(x + а)(ах + 1) = 3x(x + 1) Amel 


ах - x e ax ca =3x + 3x 


(a - 3x3 (а2+ 1 – 3)х+а =0 


Como es de primer grado: 


a-3=0 > a=3 Resolución: 
3x—-5+x=2x+2x+3 

Reemplazamos: 4x-5=4x+3 
(32 – 2)х+3=0 0x - 8 

Tx 2-3 x- 

3 0 
NT La ecuación es incompatible. 
CS = {-3/7} .С5=@ 
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Resolución: 


Ї1-4241х -220 
(1 + {2 e Jx y? = (2)? 


1+ 23 = 4 
({2 + 4x)* = (3) 
2-4Х-9 


Resolución: 
3(2x+1)+5=8 
6x+8=8 
6x=0 
x=0 
= Es una ecuación compatible determinada. 
2.08-10 


Resolución: 
Planteamos: 

1plumón 1 lapicero 
Precio: х +1 X 
Gasto total: 


10(x + 1) + 20(х) = 70 
10x + 10 + 20x = 70 
30х + 10 = 70 
30х = 60 

х= 2 


г. Un plumón cuesta S/.3. 


Resolución: 
Sea tel tiempo que le tomaría sola a Angélica en preparar la cena: 


Parte hecha en | Número de horas | Parte completada 
1 hora trabando juntas del trabajo 
|Rosmey | | 18 | 6 | 
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Luego, a Angélica le tomaría 24 h para preparar una сепа con 


Parte que Parte que 


hizo Angelica ^ hizo Rosmery — conjunto 


pavo al horno. 


R 
En la ecuación: 


esolución: 


x-a | x-a-1. x-b 
Х-а-1 x-a-2 a-b-1 
.[x-a-22m 

Hacemos: {x-8 278 


En la ecuación, nos quedaría: 


m-2 т-1 n-2 1-1 


т+ 1 т n+1 
Efectuando: 

1 E 1 
т(т--1) (0-1) 
mê+m=n? +n 
m-n+m-=n=0 
Factorizando: 


(m + n(m — п) -m-nz0 
(m — п(т+п+ 1) 20 


Luego: 


m 


-n=0 V m+n+1=0 
——— 


Descartamos (por dato: a = b) 


>=m+n+1=0 


Reemplazando en (о): 


X 


X 


-а-2-хХ-0-2-1-0 
2x-a-b-3=0 
284043 


2 


P^ MATRICES Y DETERMINANTES 


CD MATRIZ 
Se define una matriz como un arreglo rectangular de elementos ordenados en filas y columnas. i La notación abreviada de una į 
i matriz es: E 
Una matriz tiene la siguiente forma general: d 
А = (ai)n xn 
a a аз . а . а ——À 1 : 
2. 2. i 2 bi 2 i A: matriz de orden m x n 
21 22 23 "о 2j o — "2n : i m: número de filas 
: : : : : : n: número de columnas 
A= : ; 1 : : Р Filas i aj: elemento de la matriz A Н 
= | 8i 82 ар. аі а ==] i ubicada en la fila i, columna j. : 
ам 217 9m3 amj amn == (m) 


| | | | | Recuerda 


1 2 3 j n 
з, ——7 
Columnas 


CD OPERACIONES CON MATRICES 


Adición 
Dadas las matrices de igual orden: А = (aj), ^ B = (6) хп 
Se define: 
А+В= (ai)m хп (bi) хп (а; + бїл хп 
Ejemplo: 
; | з deed d» [2 24 
Determina la matriz M + М; a partir de: M — Ё 8 E AN= E E s) 
Resolución: 
|2 -1 5 -2 2 4| [2-2. (—1+2) (+4 | |0 1 9 
ЕЕ 8 -2 БЕ 7 8 Hl (8-3) (8-7) C2«9|^ 0 1 7 
Multiplicación 
a) Multiplicación de un escalar por una matriz 
Sean: A= (aj)m xn ^ k € IR, se define: КА = k(ai)m x n = (Каз) x n 
Ejemplo: 


5-3 8.5 8.3 40 24 
^-| 3 j^ 218: J 
b) Multiplicación de una matriz fila por una matriz columna 


Sean las matrices: 


б 
boi 
A-(àn8m8ng..ag)ixn B=| ba 
Dn 
nx1 
Se cumple: АВ = (аб t 81205, + а130з1 Tuc авбал х1 
Ejemplo: 
4 
(13 24431 -2 = (1(4) + 3(-2) + 2(5)4 x1 = (4 - 6 + 10)1 x1 = (81 
5 
3x1 
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c) Multiplicación de matrices 
Recuerda Sean las matrices: A = (Aj)m xn; B = (6) xp 


Entonces se define: | AB = (jm x n (Din x p = (Ci xp 


Igual 


Donde: cj resulta de multiplicar la i-ésima fila de A por la j-ésima columna de В. 


Ejemplo: 


Dadas las matrices: A 1 2 2 | ^B | Е : | | 
2x0 


ji Iguales Ї 


— AB es posible 


3 2 
епоха СА, вс | | 
2 


4 К] 1 
(3 e| _1 | (3 al 2 | (3 al 2 | -| 34)«2(-1)  3()«2() 3(1)+2(2) 
(-1 «| b | (21 a| (-14«4(-1 (=1)3+4(2) (-1)1+4(2) 


10 13 J 
2 


2x3 


оо 
ИЕШЕ" 
| 
lx 
EN 
— 
—— 
№ = 
ма 


-8 5 17 


с-м.) 


х3 


Multiplicación para una matriz cuadrada A 


АЎ = MA-AM | | А*=АЗА=АА?] | АТ-АА-1-АТ-1А 


1. Examen de admisión UNI 2001-1 (matemática) 


2 соѕ20 ѕеп20 
sen20  2sen?0 


Ejemplos: 


Dada la matriz: M — | 


Entonces la matriz M? es igual a: 


Resolución: 
Observación * Determinamos М2: 


M2 = MM = 2cos?0 ѕеп20 || 2008:0  sen20 
sen20 286020 | sen20  2sen?0 


2 
(2cos?0 sen20) 2cos 0 (2cos?0 sen20) ri 
М2-ММ- sen20 286170 
20) 200520 2 sen20 
(sen20 2sen o] сой | (sen20 25еп o| 2sen20 | 
* Desarrollando cada elemento se tiene: 
à. 4 cos^0 + ѕеп220 2sen20 соѕ20 + 2sen^0sen20 
2sen20 соѕ20 + 2sen^0sen20 ѕеп220 + 4sen^0 


_ „| 2cos20 ѕеп20 |. 
= 2 2, |=2 
вёп:0 25епӨ 
— 
M 


M- 4cos9 2sen20 
2sen20 — 4sen?0 


M? = 2M 
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* Luego, podemos deducir: 


M? = ММ = (2М)М = 2M? 


М? = 2(2M) = 4M 


2. Examen de admisión UNI 2008-1 (matemática) 


Sean A y B matrices de orden 2 x 2. Determina si la proposición es verdadera (V) o falsa (F). 


| SiA?=0 = А= 0 
Il. Б54-0-А-0У8-0 
111. (А + В)(А – B) = A? – E? 


Resolución: 
1, Falsa (F) 


* Asumimos la siguiente matriz para el análisis 
respectivo: 


1 1 


122 
ep a] apo s] 


Ш. Falsa (Р) 


* Aplicando la propiedad conmutativa: 


Az 


Il. Falsa (Р) 


* |gual que el caso anterior: 


ы 1 1} 
^ HELSI 1 
Luego 
1 -1)(1 1) fo o 
1 -1]41 1| [0 0 
= АВ-0 


(А + ВА — B) = (А + BJA — (A + В)В = AA + BA — AB — BB 


= А2 + ВА—АВ – В? 


Casos particulares de una matriz cuadrada 


1. Matriz triangular superior 


Es aquella matriz, cuyos elementos que se 
encuentran debajo de la diagonal principal, son 


iguales a cero. 


Es decir: 


A= (aj) xn es una matriz triangular 
superior, si: aj = 0, УГ» | 


Ejemplos: 
-4 9 3 
A-|S | B-| 0 6 2 
0 0 1 


№ 


. Matriz triangular inferior 


Es aquella matriz, cuyos elementos que se 
encuentran encima de la diagonal principal, son 


iguales a cero. 


Es decir: 


A= (aj) xn es una matriz triangular 


inferior, si: а; = 0; Vi «j 


Ejemplos: 
5 0 0 
А= | | B=|8 2 0 
1 1 6 


+ 


3. Matriz diagonal 
Es aquella matriz, que simultáneamente es 
triangular superior e inferior, es decir, todos los 
elementos fuera de la diagonal principal son ceros. 


Es decir: 


A = (aj), п es una matriz diagonal 


Ejemplos: 
3.00 
A- 1 >) :8-10 1 0 
0.0 7 


Matriz escalar 
Es una matriz diagonal, cuyos elementos de la 
diagonal principal son no nulos e iguales. 


Es decir: 


A= (aj), п es una matriz escalar 


A 


. No siempre se 


esta propiedad, para el 
50 тріо 2(111) no es 
- posible eliminar BA o AB. 


Observación 


.* La transpuesta de una 


ada por 
que se 


* Propiedades 
A y B matrices y el 


1 SiA es una matriz cuadrada, 

: entonces la suma de los 

i elementos de la diagonal : 
1 principal se llama traza de Ay ! 
} se denota: Traz(A) 


: Propiedades: : 
HE Traz(A + B) = Traz(A) + Traz(B) : 
i e Traz(AB) = Traz(BA) : 
i e Traz(kA) = kTraz(A); k € R 
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Recuerda 


: Determinante de orden dos: 


: [ab ја b 
БАЯД a= Iall d 
|A| = ad - bc 


Atención 
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5. Matriz unidad o identidad 6. 
Es una matriz escalar, cuyos elementos de la 
diagonal principal son iguales a la unidad y se 
denota por lp. 


Es decir: 
Ejemplos 
1 0 0 
p = | | | ; la = 0 1 0 
0. 0 1 


CD DETERMINANTE 
Se llama determinante, a un valor escalar que se le asocia 


Matriz simétrica 
Si una matriz cuadrada es igual a su transpuesta, 
se llama matriz simétrica. 


Ejemplo: 
T 3 2 Т 3 2 
А-|3 -1 41-347-13 -1 4 
2 4 -5 2 4 -5 


=> Aes simétrica 


a cada matriz cuadrada y se denota por: 


IA], D(A), Det(A) 


Determinante de orden tres 


Regla de Sarrus horizontal 


1. Repetir la primera y segunda columna a continuación de la tercera respectiva. 


2. Se toma el producto de los tres elementos de la diagonal principal y también el de sus dos paralelas 
siguientes, cada uno con signo positivo, y luego el producto de los tres elementos de la diagonal secundaria 


y el de sus paralelas siguientes, pero cada uno con signo negativo. 


Veamos el esquema: 


аур Y аз нэ 
А = |а; а»  85|- Му 
аз аз азз| ¡az 


В 
= ШУ 812 


а or 822 
832 833 "i 832 
+ + + 


|A| = 844822833 + 842823831 + 813821832 — 831822843 — 32823841 — 833821812 


Ejemplo: Examen de Admisión UNI 2004-11 (matemática) 


Halla el valor del determinante: 


a a 
F=|b? b 
cc 
Resolución: 
* Aplicamos la regla de Sarrus horizontal: 
a a 1 <a a id 
IFI-|b? b БХ b 
gw cl. 
y X + 


а?Ы(1) + a(1)c? + (1)b?c — c?b(1) — с(1)а2 — 


= а + ac? + b?c — bc? – а?с ab? 


* Agrupamos términos en forma conveniente: 
F| = (а - ab?) + (ас^ - bc?) + (b^c - а?с) = ab(a — b) + ca -b)+ c(b? - а?) 
= ара — b) + c(a — b) — c(a? — b?) = ab(a — b) + c^(a — b) — c(a + b)(a – b) 


* Factorizamos: (a — b) 


[Fl = (a — b)(ab + c? - c(a + b)) = (a a — 0)(ар + c? — ac — bc) 


= (a — b)((ab — ac) + (c^ — Бо) = (a – b)(a(b — c) + c(c — b)) 
= (a – b)ía(b — c) — c(b – c)) = (a – b)(b — c)(a – c) 
. |F| = (а – b)(b – с)(а— c) 


Propiedades de los determinantes 
Dadas las matrices cuadradas A y B y el escalar k € IR. 


1. 


N 


e 


e 


o 


Si los elementos de una línea (fila o columna) son ceros, entonces su determinante es igual a cero. 


Ejemplos: 
23 5 3| o .10 0 00 -5 0 1" 
0 1 t 2 3|- 12 0 -8-0 
5 0 7 


. SiBesla matriz que se obtiene a partir de A, luego de multiplicar a los elementos de una línea (fila o columna) 


por un escalar К (К + 0), entonces: 


В| = КА| 
Ejemplos: 
.д-|"М 22 y B- Кац Ка : kz0 
ам (92 а а 
ка ка а а 
BI = 11 МЫ; 11 йн КА] 28 -КА| 
а 92 ам а 
2 1 12 2.1 12 2 1 3 
e 112 27 -12|-3 4 9 -4=34 4 9 -1 
-1 2 4 -1 2 4 -1 2 1 


Si en una matriz se intercambian dos de sus líneas (fila o columna) paralelas cualesquiera, entonces el 
determinante de la matriz cambia de signo. 


Si en una matriz a una fila o columna cualesquiera se le suma otra fila o columna multiplicada por un escalar, 
el determinante de la matriz no se altera. 


Si dos líneas (filas o columnas) son proporcionales, el determinante será igual a cero. 


Ejemplo: 
4 T 1 4 11 

ЇА|-1-6 9 -24|-1-3)2))2-4398-1-3)).0-0 
4 —6 16 2-38 


Si en una matriz, cada uno de los elementos de una cierta línea (fila o columna) viene expresado como la 
adición de dos o más términos, entonces el determinante se puede descomponer como la adición de dos o 
más determinantes. 


Ejemplo: 
a b c abc| Jjabc| арс 
m+n+p q+r+s t-ucvi-imqtio-nru-cpsv 
j k | j kil jki jki 


A 


Heus 
. (MEN ‚Аде orden n 


_ Veamos: 


КА = ЇЕ ка 


ka | 


Кац ka 
каз, Ка; 


> 


КАГ- Ян к2 2 | 


| ёл аш 922 


| E 
©. KA] = К 


_ A: matriz cuadrada de orden 2. 


factor 2 de la tercera fila 
respectivamente. 


ÁLGEBRA - TEORÍA UNIDAD 3 | 49 


Observación 


Кесчетда los elementos de la diagonal principal. 
Ejemplos: 
-4 2 1 5 0 
. 0 1 4/=(-4)(1)(2) = -8 * 0 5 0|-5-125 
0 0 2 0.0 5 
Ejemplos: 
1. Examen de admisión UNI 2012-1 (mátemática) 
Si: 
C 2c C 
50 а 3b |--4 
b+5c 0-4 b+3c 
cOc 
Halla: a b 0| donde: a; c;d € (0; +оо) y b € (оо; 0) 
dcb 
Resolución: 
e Hacemos operaciones con las columnas (propiedad (4)): 
c 2c € dc 2 (- f)c 0 0 C 0 0 C 
5 а 3b OPE 2b a—6b 3 |c,+(3)c,2b a 3b 
b-F5c bcd ь+3с|2 ^ $ 2e d-b — 6c b+3c] — —*|2e d—b b 4- 3c 
0 0 c 0 0 c 
2b a 3b |--4-1р a 3b |--2 
c d—b b+3c c d—b b 3c 
0 0 c 0 0 c сс 
b а 30 |c+(-3)c, b a 0|с›+(1)с; Ib аб=—2 
c d—b b+3c > [c d=b b "icdb 
Atención * |ntercambiando columnas (c; con c+), se obtiene: 
cOc cOc 
( ^*BIzIA IBI) —|а b 0|=—2 = nospiden: (а00|1-2 
= i deb dcb 
2. Examen de admisión UNI 2008-11 (matemática) 
Si A y B son matrices 3 X 3 y r + 0 un número real, indica si la proposición es verdadera (V) o falsa (Р). 
l. |AB| = |AIIBI 
Il. А+ В| = |A| + |B| 
Ш. |ГА| = rA] 
Resolución: 
Veamos cada proposición: 
5 |. Verdadera (V) 
Observación JAB] = |A||B|; por teoría sabemos: |AB| = |А||В| 
Il. Falsa (Р) 


Lo establecido en la teoría es: |А + В| + |A| + [В| 
Рага A = B = | (matriz identidad), si |A + B| = JA] + |B], se tiene: 


1-1-11-11| 2121 =2]1] = 23|| -21| 
8-2 (absurdo) 
IIl. Falso (F) 


De la teoría: |ГА| = PA] 
Veamos sea А = | (matriz identidad) 
=> |гА| = r|A| 
PI] = п 


P-r (absurdo, esto es posible si r = 1) 
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T. El determinante de una matriz triangular superior, triangular inferior y diagonal, se obtiene multiplicando todos 


Problemas resueltos 


Resolución: Resolución: 
Sumamos a c, todas las demás columnas y factorizamos 2: Buscando una regla de correspondencia para cada elemento de 
2 1-1 1 1-1 0 la matriz: 
1-1 0 2 1-1 0 2 13 0 013 0 0 
2 05-21 4 Se 0—1 1 eas 1/2 DE 1/2 | 
0.2 1-1 12 1-1 0 0 1250 0 172 
Realizando las siguientes operaciones obtenemos: (13° o 1 
fı- fz; fo —fy; f3 — f4 2 a 5 
A'-|0 (1/2) 22 
Жыш 2-4 о 0 (12 
0-1 1 1 
2 -(-2)|-1 1 1 
„е M. ете. qa? o о (13 оо 
12 1-1 АЗ=А2.А=| o (1122 2/2? [ 12 | 
2 
(-2)2(2 + 2) + 1(-2 + 2) - 2(2 + 2)] 0 0 (110 0 1/2 
(-2)[8 +0 – 8] = 0 (1/3) 0 0 
-V=0 A=| 0 (10) 32 


Luego: 


SAY LI 0 Gi 1000/2190 


Resolución: 


1 ү000 
а-4 0 0 0 0 (5) 
B= 


0 0-2 


0 
0 0 3 


Como es una matriz escalar se cumple: 
a-4=3=a=7 
b-2=3=b=5 


Resolución: 


Sea P= | : ! | la matriz buscada. 


= РА-8 
a b||1 01 (5 2 a+2b 51 15 2 
c dll2 1| |6 317|с-24 d| |6 3 
Resolución: 
EB E ta mu 
А-11 79 0 c+2d=6; 4-3 Luego: a=1;c=0 
-2 5 813 um 
5,7,8 sv 3 
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—À— A E 


¿ Se denomina SOLUCIÓN 

i о CONJUNTO SOLUCIÓN 

i a aquella colección de 

¿ números que verifican en 

i forma simultánea a todas las : 
i ecuaciones de dicho sistema. : 


Así, del sistema: 


x+3y=2 
\х- y=6 


= CS = (5; -1) 


i Otra representación matricial 
i де un sistema lineal es 

i mediante una MATRIZ 

¿ AMPLIADA: 


am 842 843 її 
(А;Н) = |824 a22 853 ¡ha 


| 
аз азо 833 (his 


Observación 


De la ecuación matricial: 
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SISTEMA DE ECUACIONES 
С) LINEALES 


CD DEFINICIÓN 


Es el conjunto de ecuaciones lineales con dos o más incógnitas, las cuales pueden verificarse para algunos 
valores asignados a sus incógnitas. 


Ejemplo: 
Son sistemas lineales: 


Mx- Ny-Q 


Mx + Ny = P 
9x- у= 11 Xy TX? — 10x3 = 9 


. a i bra 


Un sistema, con 3 ecuaciones lineales y 3 variables o incógnitas, se representa en forma general como: 


анҳу + 842X? + аз = hy 


а2{Х{ + 822X? + 853X3 = һу 


831X4 + аз + 833X3 = hg 


Donde: 
* X4; Ху; Хз son las variables o incógnitas del sistema 
“aj (vi = 1;2;3;... Луј = 1;2; Ss) son los coeficientes 


* hy; hz; hs son los términos independientes en cada ecuación. 


CD REPRESENTACIÓN DE UN SISTEMA LINEAL, MEDIANTE LA NOTACIÓN 
MATRICIAL 


El sistema anterior en forma MATRICIAL se representa como: 


84 815 843 X 
а аә 85| . |Х2 


1 
2 
аз аз a33 X3 3 


h 
= |h 
h 
шэн 


—— — 


A X =н 


(Representación abreviada) 


Donde: 
A — (aj)3 x 3, Se llama: matriz de los coeficientes. 


X = (ху X2 хз), se Пата: matriz de las incógnitas. 


H = (h; һу hà). se Пата: matriz de los términos independientes. 


Ejemplo: 

Para el sistema: 
х+у+22=2 
2х-у+37=2 
5х-у+87=6 

Su representación será: 

Г 42141 {2 1 2,2 

2-1 3|-1у|-12| 6 (A:H=|2-1 312 

5-1 8) (2) (6 5-1 8:6 


o 


Análisis de un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incógnitas 


De la representación de un sistema lineal: 


84X + у = су Donde: 
ах + boy = Co az; by; о 40 
A) Sistema compatible determinado (solución única) 


Cuando el número de ecuaciones independientes es igual al número de 
incógnitas. 


B) Sistema compatible indeterminado (no tiene solución única, más de una solución, 
infinitas soluciones) 
Cuando el número de ecuaciones independientes es menor que el número de 
incógnitas. 


C) Sistema incompatible (imposible, absurdo, inconsistente, no admite solución, 
no tiene solución, no tenga solución). Cuando el número de ecuaciones 
independientes es mayor que el número de incógnitas. 


Atención 


* x+ бу=6 
х-10у--9 
A ¿A 
Son ecuaciones 
independientes, pues: 
1.8. 
17-10 
х+у=9 
Tx + Ty = 63 
—— 
No son ecuaciones 
independientes, pues: 


CD CRITERIO PARA DAR SOLUCIÓN A UN SISTEMA DE ECUACIONES 


LINEALES CON DOS INCÓGNITAS 
Criterio de los determinantes (REGLA DE CRAMER) 


De la representación lineal: 


aX *by-9 |. os. (mn) 
аж + boy = C; А А 


Valor Valor 
dex dey 


La solución del sistema por la regla de Cramer es: 


MS 
AX C2 b, 2 0405-0050, 


Xx = =— = 


a C 


y 


As  |8, b4] а — azb 
la Ч 


аз b; 


Teniendo en cuenta que: а40»-4:0,50 


Donde: 

Ax: determinante de x. 

Ay: determinante de y. 

As: determinante del sistema o determinante de la matriz de coeficientes. 


Ejemplos: 


1. Determina el conjunto solución del sistema: 3Х--у-7 
2х+у=2 


Resolución: 
De acuerdo a lo establecido en la teoría: 


2 Ay 2 la, | _ ас, — 8504 
AS |а Ч ^ а, — azb; 


Recuerda 
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Atención 
d 


la: 


Јх 


ox 


es también 
8 


La representación lineal: 
a4X + b4y = су 
ах + boy = Co 


Por Іа regla de Cramer: 


} El estudio de las raíces que 

} se hizo al sistema lineal es d 
i genérico pudiéndose extender : 
: para aquellos que tengan 3 o 

} más incógnitas o variables. 


54 | inteiectum 4," 


Otro método de solución: 


Usando la matriz ampliada y en ella empleando solamente transformaciones de fila. 


3x+y=7 


Del sistema: { 
2х+у=2 


Usando las ecuaciones Usando la matriz ampliada 


(1)- (2) | x25 ff 
(2) 2x+y=2 шил | 
1) | х=5 25 — f; 
2(1) — (2) -y-8 Ed | 
(1) ны +, 
—(2) y--8 —— | 


N — 


— 


= 


Estudio de las raíces de la representación lineal 


1. Si: 
2. Si: | As=0 


Ах #0 V AyÆ0 
(o ambos) 


3. Si:| As=0 | y 


Ejemplos: 


El sistema es compatible determinado. 


El sistema será incompatible o absurdo. 


La división de un nümero conocido entre el cero no es posible. 


Ax=Ay=0 |El sistema será compatible indeterminado. 


1. Enunciado segundo examen parcial CEPREUNI concurso 99-1 (matemática) 
Halla el valor de oz, para que el siguiente sistema de ecuaciones tenga más de una solución. 


Resolución: 


(a – 1)х– 4у-11-0, 
-х+(0 + 2)у = 2 


* Рага que el sistema tenga más de una solución (compatible indeterminado) se debe cumplir: 


* |gualando a cero el determinante de la matriz de coeficientes (As): 


| |a-1 -4 a _ 
^з = | “1 062109 0(*2-(71(4-7o +@-2-4=0 
о2+ 0-620 
d ie | (0-340-2)-0-0--3У0-2 
(07 -2 
' Sia=-3: * Sia=2: 
El sistema lineal será: El sistema lineal será: 
seg x+y=-2 х-4у-13 х-4у-13 
-Х-у-2 х+у=-—2 -Х-4у-2 Х-4у--2 
Donde Donde: 
2 1 1 =2 _|13 -4 J113 
ax=[7 i7? : ay=|, PLE х= | PLT ^ Ay-| 5 


^ 


ғ. Сото se pudo haber comprobado, el sistema de ecuaciones tendrá más de una solución 
(As = 0 ^ Ах = Ay = 0) cuando: & = – 3 


2. Siel sistema: 


(m — 3)x + (m + 2)у = 2m +3 
(m — 1)x + (3m — 1)y 2 5m +1 


es indeterminado. Halla m, si: m » 1 


Resolución: 
Si el sistema es indeterminado se cumple: 
m-3. т-2 _ 2т+3 (1) 
m-1 3m-1 50-1 U 
Luego: 
Ш-3 m-«2 
m-1 3m-1 
> 3m?-m-Im+3=m?+m-2 

2m? - 11m «5 - 0 


(m -5)(2m - 1) =0 


>m=5 vm=3 (2) 


CD SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES HOMOGÉNEAS 


Procedemos análogamente: 


=m=5vm=0 


De la ecuación (2) y (3), y de la condición 


m > 1, tenemos: 
m=5 


Es aquel sistema cuyos términos independientes son iguales a cero: 


impropias. 


Ejemplo: 


Examen de admisión UNI 2012-1 (matemática) 
Halla la suma de todos los valores reales que puede tomar A en la siguiente expresión: 


124] [х 
| dag) donde x, 40 y x; 0 


Resolución: 


* Transformando la ecuación matricial: 


* Este sistema homogéneo tiene soluciones 
distintas a la solución trivial (0; 0): 


Por dato del ejemplo: х; #0 
xo +40 


= necesariamente se debe cumplir: 
JA] =As=0 
(Condición de compatibilidad) 


e Raíces reales: 44 A А5 


(A = discriminante = b? – 4ac = 16 > 0) 


Mx+Ny=0 
Px+Qy=0 


Para cualquier sistema lineal homogéneo se cumple: x = 0 ^ y = 0, denominándose soluciones triviales o 


12151) [X 
esse 
X4 + 2X9 = Ах 
2X4 +X = АХ) 


(1 А) + 2x20 
2x4 + (1— Ах = 0 


А=л= 2^ 


2 


(1-3 -420 
49214352420 
12-21-3220 


-(-2) 


+= 20 = = 


m )4*À22 


2 
¡27 50 


Observación 


— El sistema tendrá 
soluciones triviales 
o impropias. 


> El sistema será 
compatible 
indeterminado 
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Problemas 


resueltos 


Resolución: 


Para que el sistema tenga infinitas soluciones se debe cumplir: 
2-1 1 1 


1 к Е] 


RA A E 
= =y ^*-i-k 
(2k - 1 2 1 К-1 
k=1v0 .k=1 


Resolución: 
Para que el sistema sea indeterminado se debe cumplir que: 
т-1 4 3 


6 m-1 8-3 
Luego: 


т+1 4 
6 m —1 


(m + 1)(m — 1) = 24 
m? — 1? = 24 

m? = 25 

m= +5 

4(a — 3) = 3 (m - 1) 
Да — 12 2 3m - 3 
4a — 9 + 3m 


Рага: т=5 => а= 6 


= — À 
m=-5>a= > 


El mayor valor de (a + т) еѕ:а+т=6 + 5 = 11 


Resolución: 

Haciendo y = z tenemos: 

3x + 9y = 1 241) 

2х + 10у = 1 ..(2) 

kx 5y = 0 ..(3) 

De la primera y segunda ecuación obtenemos: 
3x + ду = 1 

2х + 10у = 1 
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Resolvemos por el método de igualación: 
1-8. 1—10y 

3 2 
2 — 18у = 3 – 30у 

12у = 1 


Reemplazando estos valores еп la ecuación (3), tenemos: 


k 5 _ 
15 +12 = 9 


= к= 5 


Resolución: 
x+y+z=6 .. (01) 
2х-у+2= 3 (В) 
4х – 2у +2 = 3 ... (0) 
Igualando (3) y (Ө): 
2x-y+z=4x-2y+Z 

у= 2х (0) 


Restando (о) — (В): 
(х+у+2)-(2х-у+2)=6—3 
2y-x-3 
x=2y-3 (фр) 
Reemplazando (v) en (ф): 
у-20у-3) 
3y=6>y=2 
y=2x>x=1 


Reemplazandox=1 Ay 22 еп (a): 
1+2+7+6=572=3 
s.Xyz26 


Resolución: 


Multiplicamos a (1) por 5 y a (2) por 7: 
15nx + 35у = 10 ya 
14nx + 35y = 42 
nx = —32 
x=-32 
n 
Para que sea determinado: 
neR ^ nz0 


|6; Calcula el valor de m para que el sistema sea incompatible. 
(m + 3)x + 2my = 5m — 9 
(m + 4)х + (3m — 2)y = 2m + 1 


Resolución: 

Se debe cumplir: 

m3 2m 2 50-09 
т+4 30-27 2m+1 


De la igualdad: 

3m? + 7m — 6 = 2m? + 8m 
m^—m-6-0 

(m – 3)(m + 2) 2 0 

m=3 v m=-2 


Sim=3= - - - х - (no cumple con la condición) 


+ ээ (sí cumple con la condición) 


Sim=-2 Le 3 


dl 

2 2 
"m--2 

De las igualdades mostradas indica el valor de z. 


20211222 
3 5 4 


Tx + by + 112 = 300 


Resolución 
Si: 7x + 5y + 112 =300 ... (о) 


Además: 

XTY YTA ZEX Ok 
3 5 

х+у=3К 440) 

у+2= 5К 4411) 

21-Х-4К ... (III) 


Sumando (1), (1) y (III): Reemplazando en (1): 
Xx+y+Z=6k 3k+z=6k => 2 = ЗК 


A 


Reemplazando en (111): 
y + 4k =6k > y =2k 


Reemplazando en (11): 
X + 5k=6k => x=k 


Reemplazando en (о): 
T(k) + 5(2k) + 11(3k) = 300 
50k = 300 = k =6 


Nos piden: 
2 = 3k = 3(6) = 18 


ED Resuelve: 
[XFTYE1 42x — Ty 4 16 =9 


owe ==] 3 


Señala: x + y 
Resolución: 
[2x Ty € 1 2x = Ty € 16 =9 440) 
(0х-1у-1-1412-17у-16-3 441) 


Al multiplicar se forma diferencia de cuadrados. 


(2x + 7y + 1) – (2x – Ty + 16) = 27 
14y – 15 = 27 
14y242 >у=3 


Sumando (1) y (11): 


2{2х + Ty + = 12; de donde: х= 7 


Nos piden: x + y = 10 


O Resuelve el sistema: 


Indica el valor de x. 


Resolución: 
Del sistema: 
хуу 
а + Б 1 4) 
х y. 
“НЫ 1 41) 
Multiplicando en (I) y (Il) por b y a, respectivamente se tiene: 
Py +y=b  ..(a) 
a — 28 
px y=a (В) 
Sumando (о) y (В): 
a b. _ ab(a F b) 
(132) a+b>x= aug 
| 10 7 Si el sistema 
WE Wm = 
3х – 5у= п 


Tiene solución ünica en el tercer cuadrante del plano 
ху(х « 0 ^ y « 0) entonces los valores de n pertenecen a: 


Resolución: 
El sistema: 
x+y=-3 440) 

3x—-5y-n (ll) 
Multiplicando en (I) por 5 y sumando (Il) se tiene: 
8с-л-18-эх- RS (a) 
Dato: —- <0=n<15 448) 

n+9 

Reemplazando (о) en (I): y = — 8 ) 


9 
Dato: Ел «02n»-9  .(08) 


De (B) ^ (Ө): Se tiene: -9 < n < 15 =n E(-9; 15) 
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ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 


©) PLANTEO DE ECUACIONES 


Recuerda 


Atención 
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CD DEFINICIÓN 
Llamadas también ecuaciones cuadráticas, son aquellas ecuaciones polinómicas de una incógnita, cuya forma 


general es: 
ах +bx+c=0 |; а#0 


СО NATURALEZA DE LAS RAÍCES 
Analizando el discriminante (A = b*= 4ас) de la ecuación de segundo grado ax? + bx + с = 0, tenemos: 


La ecuación presenta dos raíces reales y distintas. 


^) Si 


Сея) 


В) Si | A- b? 4ас<0 


La ecuación presenta dos raíces complejas у conjugadas. 


as 


La ecuación presenta dos raíces reales e iguales o una raíz doble. | X= X= – = 


Propiedades de las raíces (Teorema de Cardano - Viette) 


Si X, y Ху son raíces de la ecuación cuadrática: ax” + bx + с = 0; a 4 0, entonces se verifican las siguientes 
propiedades: 


1. Suma de raíces (S) 


S=x+x=-2 
de = 


2. Producto de raíces (P) 3. Diferencia de raíces (D) 


-+4 


Р-х,.Хху-2 
Цагийг а 


D = X ын X5 
4. Raíces simétricas (opuestas) 5. Raíces recíprocas 


Ejemplo: 


Si Хү y xo son raíces de la ecuación 2х3 + (a — 4)х2 + (1 — 2a)x — 2 = 0, donde: X4 — Хә = 0,5; determina el 
valor de a (a > 0). 


Xx +x=0 


Resolución: . ; TEE 
* La ecuación se anula para x — 2, luego por For deto del а = BU 
Ruffini: 


* Reemplazando (1), (2) y (3) en la identidad de 
Legendre: (X + х) — (Xy — Xo) = 4x4X; 


ар (1ү (1 
(-2) (5) s 4 5) 
* Obtenemos un factor cuadrático de raíces x4 y 42.:4 

Хо, según condición del problema: p 2 


N, 


2 (a-4 (1-28; -2 
x=2 | 4 2а : 


2 


2х2 c ax 1 => CS = (ху; ху} 


-3 
(х— 2)(0х2 + ах+1)=0 i 
* Por las propiedades de las raíces: a =9 ка=-3 
Xx +X = E (1) (no cumple porque a > 0) 
01 
тола 42) 428 


¡O MA 


CD ECUACIONES CUADRÁTICAS EQUIVALENTES 


Dado el siguiente sistema de ecuaciones cuadráticas: 


1 | | 
aX +bıx+c4=0 |; ау #0 Recuerda 
2 _ 1 | 
aX +bx+c=0 ;a720 Posibles ceros racionales 


. de una ecuación(PCR) 
* Para que ambas ecuaciones sean equivalentes, es decir, tengan las mismas raíces, se debe cumplir la 


> Жи Е NDS à Ejemplo: 
relación de proporcionalidad entre los coeficientes de sus respectivos términos semejantes, así: 2х3 + (a - 4»? (1 -2ax- 2-0 
a b G pom | E: Ly 
a, Е b5 В Сә А | 9 
* Identidad de Legendre: 


* Cuando ambas ecuaciones admiten una raíz comün (teorema de Bezout): (ху + Xo. — 04 — хо = 4xix; 


(84b? — a7b4)(bic2 — Бос) = (ас; — аз) 


Ejemplos: 
1. Silas ecuaciones: (a + 13 (6+ 1)х+5=0л |2. Las ecuaciones: X? — mx 4 8 л xX — nx + 10, 
(5а + 1)х? + (4b + 1)x + 15 2 0 son equivalentes, tienen una raíz común. Halla т.п, si: m — n = —1. 
determina: 6° 
Жо Resolución: 
Resolución: | | * Por el teorema de Bezout: 
* Silas ecuaciones son equivalentes se cumple: [(1)(—=п) - (1)(—т)][(—т)(10)—(—п)(8)] 
© =1(1)(10) – tei? 
а+1 bri 1 = (m — n)(8n — 10m) = 4 
5а+1 4b+1 3 41 
E RETE: y 
258n—-10m2-4 . . 2 esses 
© 4n — 5m = -2 d AU 


* De (1) desarrollamos: i Ala condición de 
i compatibilidad: 


а-1 1 * Formamos un sistema: E 
54-1 3 m=n=-1 ; (81b2- 82b4)(b62 — b2c1) 

| E E = (816 - a21)? 
За+3=5а+1 2 a-1 4n -5m = —2 E 

; se le conoce también como: 
“реа ин: * Resolvemos el sistema: : BEZOUTIANA 

bti 1 m=6An=7 Н : 
4b +1 К] -m.n=6.7=42 ea 2 


3b+3=4b+1 = b-2 


+ Nos piden: Б = 2” = 4 
CD PLANTEO DE ECUACIONES [era quee 
Sobre datos numéricos 


[ el costo 
ida botella se halla 


Ejemplo: | 


Verónica compra cierto nümero de botellas de reactivos para ciertas pruebas en el laboratorio por S/.560. Si Em A | 
cada botella le hubiera costado S/.5 menos habría podido comprar con la misma suma de dinero 2 botellas más. = шижин 


Determina cuántas botellas de reactivo compró. 


Esto es: 

Resolución: * Realizando las operaciones adecuadamente s. __ 5/.560 | 

* беа В: el nümero de botellas de reactivos para obtenemos: E 

ciertas pruebas en el laboratorio que compró 112 (ATAN 
Verónica por S/.560. Їл аг |® +2)=112 шан! рог сайа botella. 
mu cado por el ero 
2 de botellas nos da el total 

* Sicada botella le hubiera costado S/.5 menos, esto (112 – B(B + 2) = 1128 del dinero. 


es 5/. ($ -s) con la misma cantidad de dinero B(B--2)- 14x 16 2 B- 14 | 5/. ) e *botelas) = 8/ 60 
| botella 


le hubiera bastado comprar 2 botellas más, así: юэ нэ , 
560 • Рог consiguiente, Verónica compró 14 botellas de 
(5 = sje + 2) = 560 reactivo. 


ÁLGEBRA - TEORÍA UNIDAD 3 | 59 


Problemas resueltos M 


ED En la ecuación: 
х2-тх-36-0 


halla m tal que: шээс 
m "X 1 


siendo x, y x; raíces de la ecuación. 


Kesolución: 
Por dato: 1441. 19. 4t% 15 
X, X 1 Х|.Ху 1 
—(-m 
Sabemos que: Хү + X; = ue = C ) = т 
х. = © = 3 = 36 
215 - 15.36 — 
Reemplazando: M 36 ^1 >m= 7 = 45 


ED Halla n, si las raíces son iguales: 
(п + 2)х2 – 6nx+9=0 


Resolución: 
Si: xy 2x, > b? —4ac -0 
Luego: (бп)? — 4(п + 2)(9) = 


Efectuando: 
127 P" 0 


— 2)n +1) 20 
n ma | a =2 уп=-1 
Luego los valores de n son: 2 V —1 
ED mala n para que las raíces de la ecuación sean simétricas: 


xx 1-1 
DX qns 


Resolución: 
Por ser simétricas se debe cumplir: x, + x, = 0 
Efectuando y reduciendo tenemos: 
(п + 1)х + (8 – 2п)х - 2(n – 1) 20 
—(8 — 2n) 
Como: Xy - X520 > =0 
n+1 


-8 +2n=0 >n=4 


EP Halla m para que una de las raíces sea el triple de la otra, en: 


х2 – (m +4)х + (5m – 8) 20 


Resolución: 
Por dato: xy 23x, ..(1) Por propiedad: 
Por propiedad: xy + ъ= m4 |Xi- Xo (5m – 8) ... (3) 
: 3X; *x;-m-4 (2) en (1): 
_m+ 
a = (2) x-3(m«4 0-0) 
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Reemplazando (2) y (4) en (3): 


3 m-t4|.s5m- 
gosa 3 | 5m —8 
Efectuando tenemos: 


= 44 
m-4vm 3 


|5 не n para que las raíces de la ecuación sean complejas 


conjugadas: 
х 45x 4 n-0 


Resolución: 
х +5х+п=0 


5 — 4(n) « 0 ә 25 <4п . n» = 


> Halla n, sabiendo que las raíces se diferencian en 3 unidades: 


X! -Tx 4 nz0 
Resolución: 
Sean x, y x; raíces de la ecuación: 


b—-4a 4 , (=° - 4(n) —3 


Xy — Хә = 
1 2 а 1 


49—4n-9 - 4n-40 s n=10 


Si las ecuaciones cuadráticas: 


X +х- (n4 1)20 
х2 + 2x – (1+ 1) 20 
tienen una raíz comün, halla n. 


Resolución: 

Asumimos que a es la raíz comün. 

Luego: a+a-(n+1)=0 440) 
а? +2a- (2n+1)=0 41) 


Restando (11) de ():n-=-a=0=a=n 


En (1): ме 

-1-0 

тее 0 
n+1=0vn-1=0>=n=-1vn=1 


E» Si: m — 24x + m — 7 = 0 tiene sus raíces iguales, ¿cuál es el 


menor valor de m que verifica la ecuación? 


Resolución: 
mx? — 24x+m-=7=0 144 2 m(m - 7) 
Dato: xy = X; m? — 7m — 144 - 0 


Se cumple: m -16 
T m эс 9 


=h? = 2: 
A- b^ — 4ac = 0 = bf = 4ac mtb v mi=-9 


Reemplazando: 
(24)? = 4m(m - 7) г. El menor valor es: —9 


ECUACIONES DE GRADO 
o SuUPERTOR 


© ECUACIONES POLINOMIALES DE GRADO SUPERIOR 


24.2) +A a) 0 A ne Z'Anz3 


Sea el polinomio: Р(х) = арх? + a4x" 7 1 + ax? ^ 
Donde: ag; a4; az; ...; a, _ 4; a, son coeficientes que pertenecen a С (números complejos) 


Se denomina ecuación polinomial a: | Р(х) = 0 | ecuación polinomial de grado n. 


Ejemplo: 
Р(х) =x- xx +2 X -x -x4220 
— m A 
Polinomio Ecuación polinomial 


CD RAÍZ O CERO DE UN POLINOMIO 
Es el valor que hace que el polinomio sea cero. 
Sea un “a” (a € С) o x = a es raíz del polinomio Р(х) © P(a) = 0 


Ejemplo: 
Sea el polinomio Р(х) = > — x + 6 
x=-2 esraíz de Р(х) © P(-2) =0 > (-2? - (-2)+6=0 


3 


Teorema del factor 
Si x = a es raíz o cero del polinomio Р(х) = (x — о.) es factor del polinomio es decir; 


Р(х) = (x — o)Q(x) 


Si Р(х) es de grado n = Q(x) es de grado n - 1. 


En general: 


Si ay; ay; ©з son raíces del polinomio Р(х) de grado n = | Р(х) = (x – e4)(x — aj)(x — aL3)JQ(x) 


Grado: n Grado: n — 3 


Raíz de multiplicidad *k" de P(x) 
Sea о. una raíz de multiplicidad К que pertenece a С. 


El polinomio se expresa así: 
Р(х) = (x — o)'Q(x) |; grado de Q(x): n — k 


Ejemplo: 

Sea el polinomio P(x) =43 (x – 2) (x — 1)(х — 3) 
* 2esuna raíz de multiplicidad 3 (raíz triple) 

e 1 es una raíz de multiplicidad 1 (raíz simple) 

e Зеѕипа raíz el multiplicidad 2 (raíz doble) 


© TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ÁLGEBRA 


[2] 


Toda ecuación polinomial de grado “п” (n € IN) y de coeficientes en (C tiene al menos una raíz real o imaginaria, 
es decir, una raíz compleja. 


Corolario 
Todo polinomio de grado “n” (n є Z*) de coeficientes en los números complejos, tiene exactamente "n" raíces 
contadas con sus respectivas multiplicidades. 


d Ala raíz de una ecuación 

i polinómica también se le 

i llama solución de Р(х), pero 
i no considera la multiplicidad. 


а п.° de 
= raícesde => soluciones 
Р(х) del Р(х) 


Observación 


Si P(x) de coeficientes 
acionales posee una raíz: 
va + vD 

> Ма – b; - Ya -4b;- Ма 4 Vb 


también son raíces de Р(х). 
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i беа: 

ЯОГоН ЛЫГ 

Н Ф - + 
a^73.. a, (xa, | 


La 4 = 


: 5 а 
¿=> )raíces=-=L 
H ао 
: a 
H E Е Бол 
Po > 20 


izj 


(producto binario) : 


: -a 
H de mm di 
pe > ххх = = 


(producto ternario) ; 


: Así sucesivamente hasta 
i llegar al producto de raíces. 
: Para aplicar esta regla 


i el polinomio debe estar 
: completo y ordenado. 


оох ralceside 
olinómica de 


grado n, y: 

AAS ONE SEXE 
la suma de los cuadrados de 
dichas raíces. 

Se cumple: 


X cuadrados сү 
cuti «es raices) 5 
delas raíces. 13:15) | bini 


Ten presente 


En una ecuación polinomial 
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Teorema de paridad de raíces 


2. Si el polinomio P(x) de coeficientes en IR tiene 
una raíz imaginaria de la forma a + bi; (a Ab € 
R, b 20) = otra de las raíces es su conjugada 
imaginaria a — bi. 


1. Si el polinomio P(x) de coeficientes en Q 
(racionales) posee una raíz irracional de 
la forma xy =a + 4b (a EZAb>0E0) > la 
otra raíz es la conjugada irracional: 

X2 =a — {б con igual multiplicidad que x4. 


Teorema de Cardano - Viette 
Sea la ecuación polinomial de grado n y coeficientes complejos: 


2 


Р(х) = a" + ax?! c ax! ^ 


+..+а_{х+а„=0 


n € Z* A Xy; X2; X3; X4; ...; Ху SON sus n raíces simples, se cumple: 


3. Suma de productos ternarios de las raíces 
ау 


1. Suma de raíces 
-а 
X4 + X2 + X3 + n H Xn 4 H Xn = 


а X4X2X4 + XoXaX4 + sis T Xn — 2Xp — 1Xn = 
0 


2. Suma de productos binarios de las raíces 4. Producto de raíces 


8» n 
Х(Ху + XqX3 + XqX4 +... БХ Ху = a X4X2X3 ... Xp — 1Xn = (71) = а, 


Teorema del valor intermedio (para funciones continuas) 
En todo polinomio Р(х) de coeficientes reales si: P(a) . P(b) < 0; entonces existe al menos una raíz real x; € (a; b). 


CD ECUACIONES RECÍPROCAS 
Se denominan así a las ecuaciones cuyos coeficientes de términos equidistantes de los extremos son iguales 
en valor absoluto. 


Ejemplos: 


X + 24 + бх? + 6х2 + 2x +1 X – 3х2 + 3х – 1 

Propiedades 

1. Siresraíz de la ecuación recíproca, entonces 1/r también es raíz de la ecuación. 

2. Sila ecuación recíproca es de grado impar, tiene una raíz 1 o —1, (se evalúa para determinarla). 
3. Si P(x) = 0 es una ecuación polinómica recíproca, se cumple: 


Resolución de ecuaciones recíprocas 
Si es de grado раг: se factoriza la parte literal del término central y se realiza el cambio de variable. 


a=xel > х2 +1. -а-2 > C 1. = а®—3а 
Х Х Х 


Ejemplo: 
Resuelve: xf — 7х? + 14x2 - 7x 1 20 
Resolución: 
: 21,2 7,1 
Factorizamos: x^ |х — 7x + 14 — — + ES 
X х 


Agrupamos y usamos el cambio de variable: (х2 – 4x 16 - 3x 1) 20 


AA MH 
uA 4-416-4 3-49-4 
+ 416 — + 49 — 
Е) и Y ласу MES 
22 
x'(a^ — 7а + 12) 
-4 Цїс2:43.4 х= 3145 


a 
уа 


х(а-4Да-3)-0 


Si es de grado impar 

* Se factoriza por el método de los divisores binómicos evaluando para x= 1 o x=-1. 

* Seobtiene un factor lineal y otro factor es un polinomio recíproco de grado par, para resolverlo se aplica el 
caso anterior. 

Ejemplo: 

Resuelve: 4x? — 2x* + 2x - 4-0 

Resolución: 

Se anula para x = 1, entonces: 

(х— 1)(4х“ + 2х3 + 2х2 + 2x +4) =0 


Volviendo a la variable original: 


x- seda " 1) de Е " 1) - | 20 


pa 
2 2,1 1 
> “б x) i) Resolviendo: 

= (х — 1)(2х2 + Зх + 2)(2х2 - 2x + 2) = 0 

а -– 2 а 

ЕТЕТ = а iL 

да? --2a 6-0 
E poe 5 Raices = [1.23.7550] 


(х — 1)(х®(2а + 3)(2а — 2) =0 


d ECUACIÓN BICUADRADA 


Es una ecuación polinomial de cuarto grado, presenta la siguiente forma: 


Para resolver la ecuación bicuadrada que no es factorizable se usa: 


+ |р db — дас 


X =>3+ 2а ; la cual nos brinda las 4 soluciones. 


Donde: b? — 4ac — A(discriminante o invariante) 


CD ECUACIÓN BINOMIA 


Son ecuaciones de dos términos, presentan la siguiente forma: | аб-ь-0 | Уар20 л пем 


* Seresuelven factorizando о usando el teorema de Moivre. 
* Solo tienen raíces simples, no aceptan raíces múltiples. 


CD ECUACIÓN TRINOMIA 


Son ecuaciones de tres términos, presentan la siguiente forma: атг vab #0 AneN 


* Se resuelven factorizando o realizando el cambio de variable x^ = z, la cual la convierte en una ecuación 
cuadrática, luego de resolverla se vuelve a la variable original. 


Transformaciones de las ecuaciones 
Sea Р(х) = 0 la ecuación polinomial de grado n, de raíces x4, x»; X; ...; Xp, tenemos: 
a) Cambiar de signo: para obtener la ecuación cuyas raíces sean: 
—X4; Хә; —X3 ... — Xp, Se realiza el cambio de Р(х) por P(-x). 
b) Raíces aumentadas en una constante: para aumentar las raíces en una constante: 
X4 + K X) K; X3 + k; uk К, 
se cambia la variable x por x — k en la ecuación original. 
c) Mutiplicar por una constante: para obtener la ecuación cuya raíces sean: kx4, KX ... Кх,, se cambia la 
variable x por Ю se evalüa еп Р(х). 


Es decir; se realiza Р(х) = P(&) 


ÁLGEBRA 


A 


| 


Recuerda 
EET 


p 


i Reconstrucción de una 

i ecuación bicuadrada de 

i raíces X4; Xo; Xa y X4 (por 
i Cardano - Viette): 


suma de 
productos 
binarios 


producto 
deraíces 


Ж x = 


Para la demostración de la 


х2 =z еп ах + 6х2 +с= 0 
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Recuerda 


Es decir: 
= ш. 


Observación 
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d) Raíces recíprocas: para cambiar las raíces del polinomio Р(х) por sus recíprocas - 1, XE - SUM 
X 


X? Xy Х, 
1 


se realiza el cambio de x por xc (х) = e(t) 


e) Cuadrado de raíces: para transformar Р(х) con raíces x4; X»; ...; х, a P4(x) con raíces x ; x3 ;..; x2, se 
reemplaza x рог {х = Р(х) = P(/x) 


Ејетріо: 
Sea Р(х) = x? — 3x — 4 de raíces X4 X2. 


Determina la ecuación polinomial cuadrática de raíces: (3x4; 3x2) (—x4; —x»); buie y (x x 
1 X2 
Resolución: 
бху хү X х 
|. Р(х) PF(3)- (4) 33) 4 = Р) = t -x-4 


= La ecuación: x? — 9x — 36 = 0 tiene raíces: 3x4; 3X2 


ll. P) = PC = C^ - 30) - 4 = Р(х) =x 3x - 4 


= La ecuación x? + 3x — 4 = 0 tiene raíces: —Х1; —X2 


1. Р(х) = Р(1/х) = 0) 42) 4 > P(x) = 4-2 ET 


Multiplicamos a P(x) por > Р(х): —4х? —3x + 1 = 0 tiene raíces: L ; 1. 


1 X 


IV.P(x) = PWX) = 4x)? 34x) -4 = P()=x-3/x-4=0 


Despejamos /X y elevamos al cuadrado; la ecuación de raíces х2; x es: 


х2 - 11x 4 16 20 

Más ejemplos: 

1. Si la ecuación x? — 6x + 8 = 0, tiene como | 2. Si Хү y X, Son las raíces de la ecuación 
raíces a Xy y хз; y la ecuación ax? 4- bx 4 c — 0, 4X — 8x - 320y 2X4 y 2x, son las raíces de 
; ^ M 2 . 
tiene como raíces a х2 y x2, halla: a +b + с, si | la ecuación mx” + px + q = 0, halla el valor de: 
a < 2 (a € N). Pta = , siendo q < 4; (q € IN). 

Resolución: 


Resolución: 
* Observamos que en una de las ecuaciones, las 
raíces están multiplicadas por un valor constante: 


(Ух -6(/x)-820- x-6/x «8-0 OS 
kx; = 2X; E 


* Transformamos la ecuación х2 — 6x + 8 = 0, 
haciendo el cambio de x por ух: 


* En la ecuación obtenida, despejamos Vx y 


elevamos al cuadrado: 12 
* Transformamos la ecuación 4x^ — 8х + 3 = 0, 


2 

(xy = (=$) haciendo el cambio de x por 3 
2 
2x5 20x+64=0 4(2)-8(2) 3-0 


эх?-4х+3=0 
* Comparamos: 


х2 - 20x + 64 ax? - bx c c-0 e Comparamos: 

>a=1;b=-20yc=64 X -4x +3 = mÓ + px q20 

ла+р+с= 1+ (20) + 64 = 45 т-1р--4у4-3 
.p*Q -433 y 
com 1 


Problemas resueltos 


Resolución: 
РС= +1; 2; 4) 


Observamos que —1 es raíz de Р(х), es decir: Р(—1) = 0. 
Factorizamos por Ruffini; el factor es (x + 1) 


= Р(х) = (x 1)0é — x + 4) 


—— 

Raíz: –1 -(-1)+ 1 — 4 (4) 

de multiplicidad 1 X= Lt 
PUE lt f5; 


> Tiene 3 raíces de multiplicidad 1: 
que son (112 + ЛБ, 1/2 — fi) 


Resolución: 


Sabemos que 2; 7 y 3 son raices de P(x): 
= Р(х) = a (x - 2)(x — 7)(х — 3) 


Del dato: P(8) = 90 
= P(8) = а,(8 — 2)(8 — 7)(8 — 3) 


90 


De donde: a, = 3 
Xcoeficientes de Р(х) = P(1): 
ә P(1) = 3(—1)(—6)(—2) 


Resolución: 


Si x = 2 + 2/3, hallar la ecuación de coeficientes racionales 
implica eliminar los índices de los radicales de: x= 2 + 3 = 
х-2= [3 


Elevando al cubo: 
(х2) = (УЗ) -х-340)-3х4)-8-3 
х 6X + 12x-8=3 
>x- 6х2 + 12х – 1120 
г. La ecuación polinomial será: x — 6х2 + 12x - 11 20 


Resolución: 

Efectuando: 

X X2 + ХХ: + X2X3 
X1X2X3 


A= 


Por Cardano-Viette: 


Resolución: 
Sean a, a, a y p las raíces (о, В € R). 


Por el teorema de Cardano - Viette. 

Xq +X2+ X + X4 = 30 + B = –а 441) 
Suma de productos binarios: 3a(a + В) = 0 

Donde: a = 0 V a = -p AU) 
Productos ternarios: о5о + 3В) = –2 .. (1D) 
Observamos que: a 4 0 

De (Il) y (Ill): a. = ^g ^ afa -3р)--2 

Se tiene: 


(-8/1-8 « 38) =-2= p =-1 


= Las raíces son: 1; 1; 1 y —1. 


Resolución: 
Por el teorema del valor intermedio se verifica: 


P(-2).P(-1) «05 3x, € (22; -1) / P(x) =0 
P(1).P(2) «0 2 3x, € (1;2) / P(x) =0 
P(3).P(4) «0 2 3x3 E (3;4) | P(x) =0 


г. El polinomio tiene tres raíces reales. 
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Resolución: 

Por el teorema de la paridad de raíces, si (1 + i) es una raíz, la otra 
será (1 — 1), siendo x? — 2x + 2 = 0 la ecuación que genera a 
estas raíces y lo cual implica que x? — 2x + 2 es un factor de 
+ ах? + = 0. 


Luego, por Horner: 


Como es exacta (definición de factor), tenemos: 
* —2а-4+4а=0 -а-2 

* b-4a=0 =b=8 
га-р-2-8-10 


Resolución 


De la ecuación: 
x? — 3x - 1= 0; CS = (a; b; с} 


1 
f(x) = —— 
(2-1) 
Nos piden: 


S = Қа) + f(b) + f(c) 
бшш Т зы Ж м A 77, 


(88-17 (9-1) 


De la ecuación: 


х 1= 3х 
Reemplazando las raíces: 
а? – 1 = За 
b?-1=3b 
С-1-3с 
En (о): 
= Шо у л. 
m 52 + b? + 2| 


8-2 2 + (bc) + zi 


(abc 
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Sabemos por el teorema de Cardano-Viette: 


a+b+c=0 440) 
ab + bc + ac = –3 41) 
арс--(-1)-1 441) 


Elevando al cuadrado en (11): 
(ab)? + (bc)? + (ac)? — 2abc(a +b + с) 2 9 
(ab)? + (bc)? + (ac)? = 9 


TEAM 
Luego: S = 51)” 


Resolución: 
Dada la ecuación: z? — 4z - 7 = 0 


Sabemos que: 
Ztz-4 .l 
2(22--1 441) 


Nos piden: х“ — (z4? + ТО + (2422)? -0 .40) 
De (1) y (11): 
2 + zs + 2z4z; = 16 

22 +27 = 30 


Reemplazando en (о): 
«x! - 30 +49 =0 


Resolución 
De la ecuación: х? + 3х4 — 2x + 1 20 


Aumentamos su raíz en el doble: 
Ө/-3487-4) 1-8 
x? + 6х°—32х+32=0 


Disminuimos еп una unidad su raíz: 

(«+ 1)  6(x + 1)* — 32(х + 1) + 32 20 

Reduciendo: x? + 11x* + 34x + 46x? — 3x +7 = 0 

Invertimos las raíces (intercambiamos los coeficientes de los 


términos equidistantes): 
TO — 3x + 46 + 34x + 14x + 120 


UNIDAD 4 


CD DESIGUALDAD 
Es aquella operación que se establece entre dos nümeros reales mediante los símbolos de desigualdad: 
><; >20 & 

Un nümero a es positivo si a > 0 y negativo si a < 0. 


Si el signo menos precede al símbolo para un nümero, tal como —a, el estudiante no puede asumir que dicho 
nümero es negativo. 


Ejemplo: 
Si a = —9, entonces —а = 9, donde —a es un nümero positivo 


CB SISTEMA DE INECUACIONES DE PRIMER GRADO EN FUNCIÓN DE 
DOS O MÁS INCÓGNITAS 


Planteo de inecuaciones 
El planteo de inecuaciones tiene similar procedimiento que el de las ecuaciones, la única diferencia es entender 
cuándo usar los símbolos: >; <; > о < 


Ejemplo: 

Un distribuidor que disponía de cierta cantidad de euros (€) para comprar cierto número de autos con similares 
características todos ellos, pensaba comprarlos al precio de 40 mil € cada uno y le faltaba más de 20 mil €; 
después pensó comprarlos al precio de 30 mil € cada uno y le sobraban más de 400 mil €; por último los compró 
al precio de 20 mil € cada uno y le sobraron menos de 840 mil €. Determina el número de autos comprados. 
Resolución: 

Sea: x el número de autos comprados ^ M la cantidad de miles de euros (€) con los que cuenta. 


Del enunciado: 


Pensaba comprarlos al precio de 40 mil € c/u, y le faltaba más de 20 mil €. 
 _AAAAAM>MxAxO— l 

40x Si le faltaba es porque 
la inversión que pensaba 
hacer superaba a lo que 


= 40x-M >20 ...(1) 
(Para efectos prácticos 


consideramos la cantidad 


tenía. = 40x - M 
de miles de euros). Esta diferencia es más de 
20 mil €. 


Su otra alternativa: 


Pensó comprar al precio de 30 mil € c/u y le sobraba más de 400 mil €. 
| ——————— A 
30x Significa que la cantidad 
con la que cuenta supera 
a la inversión que pensaba 
hacer. = M – 30x 
Esta diferencia es más de 
400 mil €. 


= M-30x>400 ..(2) 


Y por ültimo (ya los compra): 
Los compra al precio de 20 mil € c/u y le sobraron menos de 840 mil €. 
V AAA M 
20x Similar al caso anterior: 
M — 20x, pero esta diferencia 
es menos de 840 mil €. 


= M-20x«840 ..(3) 


* Se dice que dos números 
tienen el mismo signo 
(ab > 0) si ambos son 
positivos o ambos son 
negativos. 


ab>0 
= ((a»0^b»0) 
v(a<0Ab<0)) 


* Se dice que dos números 


tienen signo diferente (ab < 0) : 
si uno es positivo y el otro : 
es negativo. 


ab«0 


= ((a«0^b»0) 
v (a» 0^ b <0)) 


Recuerda 


fundamentales 
ades: 


а> b eam < bm 
c < b < a = cm 2> bm > ат 


c Э 


a >b = a < p? 
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Recuerda 


* Solo se podrá 


* Va;b;ic;d € В, se verifica: 


Sab 


a+c>b+d 


: va¡beRAmeR', se 
: cumple: 


a>b = am» bm 


COX 


Es suficiente que se cumpla 
una de las relaciones de 
orden. 
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e Sumando las inecuaciones (1) y (2: 10х > 420 = x > 42 440) 
e Restando la inecuación (2) de (3: — 10x < 440 = x< 44 ..(5) 
* De(4)y (5) afirmamos que: 42<x<44 

e El distribuidor compró: X = 43 autos 


CD INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 


Son aquellas inecuaciones que luego de ser reducidas adoptan algunas de las siguientes formas generales: 


Cuando: A = b? – 4ас = 0 
En este caso el polinomio es un trinomio cuadrado perfecto (tcp). 
Ejemplos: 


* (3х-2)°>0 
Si reemplazamos cualquier valor de х 
observaremos que se cumple la desigualdad. 


Si х 020 0»0(F) v 0=0(V) 


* X -2x41«0 = (x- 1 «0 

Se sabe por la propiedad fundamental que un 
nümero elevado al cuadrado siempre es positivo o 
igual a cero. En este caso; ¿es incorrecto afirmar 
que un nümero positivo sea menor que cero? No, 
el símbolo hace que esta inecuación no se cumpla 
para algün valor real de x. 

= CS = Ø (conjunto vacío). 


> CS=R; VxER 


e x2+10x+25>0 => (x5 »0 
Si reemplazamos x = —5 obtenemos 0 > 0 (F) 
por consiguiente la inecuación se verifica Vx € IB, |° 
excepto cuando х = —5. 
= CS-m-(-5) 


(x97 x0 e (x49 -0 
En este caso es correcto decir que existe solo 
una solución: x = -9 = CS = (-9) 


Cuando: A = b? - 4ac > 0 


Criterio de los puntos críticos 
Este criterio se aplicará en una inecuación cuadrática cuando su discriminante sea positiva. 


Realizamos el siguiente procedimiento: 
|l. En lo posible, que el primer coeficiente del trinomio sea positivo. 


ll. Factorizar el trinomio (aspa simple o fórmula general). 

Ill. Los puntos críticos se determinan igualando cada factor a cero. 

IV. Ubicar en forma ordenada los puntos críticos sobre la recta real. 

V. Asignar signos (+) y (—), colocando el (+) primero desde la derecha hacia la izquierda en forma alternada. 


—oo +оо 


VI. Silainecuación tiene sentido > o > a сего, la solución estará dada por la unión de los intervalos positivos. 
VII. Sila inecuación tiene sentido < o < a cero, la solución estará dada por la unión de los intervalos negativos. 


Cuando A = b? - 4ас < 0 


Teorema del trinomio positivo: 
ax? + bx - c » 0; VxcRAa;bem|e 


Ejemplos: 


‚ T 2x 4920 
Su CS = R = (— oo; + оо), ya que a =7 > 0 y b^ — 4ac = 4 — 4(7)(9) = —248 < 0 


e TX 42x 4 9«0 
54(5-20,4-7»-0у A=-248<0 
El trinomio es positivo, pero no cumple con la relación: 0 < Т2 + 2x 49 «0 
Por transitividad: 0 < 0 (F) 


CD INECUACIONES RACIONALES (FRACCIONARIAS) 


Son aquellas expresiones que luego de ser reducidas adoptan alguna de las siguientes formas: 


Р(х) Р(х) Р(х) Р(х) | 


Р(х) y О(х) son polinomios. 
Es necesario que tomes en cuenta que para la solución, cuando se factoriza Q(x) sus valores críticos en sus 
intervalos correspondientes siempre serán considerados como intervalos abiertos. 


El método práctico a emplear es el de los puntos críticos. 


Ejemplo: Segunda Prueba UNI 1999 - | (matemática) 


4 2 
Determina en qué conjunto de números negativos debe estar contenido x para que: X— P +99 E 17х +60 > 0 esté 
bien definida. x(x* — 8x + 5) 
Resolución: 


* Factorizando los polinomios numerador y denominador: 


(x + {12 )(х — {12 )(х + 45)(x — 45) 


x(x — (4 17) (х – (4 + (17) С 


• Роге! criterio de los puntos críticos: 


x4412 =0 => x-2-412 —(4— 411) 2 0 ^ x 24— (M3 : 0,68 
х-412 =0 > x-412 —(4- 41) 20 > x24 01 «7,32 
x+/5 =0—х=—У5 na 

x—-45 20 x-d5 


* Ubicando en forma ordenada estos puntos críticos sobre la recta numérica real: 


Кы “яа” aa “яа”! 


и 
* El conjunto solución (CS) será: CS = x e (— 412; — {5)0(0;4 — (17)0(4/5;4/12)0(4 + (TT; + 00) 


0 4-4nM — 45 12 4x +> 


* Nos piden el conjunto de nümeros negativos admisibles para x: x € (— 402; — 45 ) 


Sistema de inecuaciones racionales (fraccionarias) de primer grado con una 


incógnita 


El caso que se presenta es una forma general de desarrollo para las diferentes formas que adoptan las 
inecuaciones fraccionarias, veamos: 


Ejemplo: 


Enunciado del primer examen parcial CEPREUNI concurso 1999-1. 


Sean a; b € IB, con 0 « a « b. Entonces el conjunto: 


b b 


2a 


ГЭЭС a ¿con qué intervalo coincide? 


A= xem ! 2b (x 


X 


A 


Recuerda 


a; b y c € R se establece la 
transitividad: 


[sia>brb>c = а>с | 
| ачрлрчс-а«с 


Observaciones 


* Un teorema análogo del 
trinomio positivo será el 
siguiente: 


сев 


С атт 


Recuerda 


yceR/meR', se 
le: 


a>b=a+m>bx+m 
c«b«ae 
cimebitm 


Resolución: 
* Transformamos la expresión fraccionaria: 2b—2a 0-а ¿DA * En este ejemplo la idea es 
x+b_x+a-a+b_x+a b-a 142a ха a " 

х+а х+а х-а х+а a 4 
* Multiplicando por b a los miembros de la 
= 1+ b z a inecuación. ® * Dela condición: 
х+а O<a<b 
мэ 20-41 1 |,(1-аү 1 ) -аү 1 монг 
+ Reemplazando en la inecuación: 1424 1b—à x+afib-a a Ab-a . Podemos establecer: 
142b «1 b—a b 
+ <> 2 1 ИЙ 
1+2а х+а а 1+2а^х+а“а 
* Sumando —1 a todos los miembros: * |nvertimos: 
12 1«1 22 1<2 1 а<х+а< 13% no cambia. 
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Recuerda 


Recuerda 


Propiedades: 
1. va;beR* y nez* 


a»b < asb” 


asb < a? «p? 


2. SiB» 0: 


(sa er] 


3 > 0 


CARIES 
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* Sumamos —a a cada uno de los mienbros: • Рог consiguiente, el conjunto A coincide con: 


" _а<1+2а _ 
а-а<х+а-а< 25 а a= (n3) 


1 
0<х< 2 


CD INECUACIONES IRRACIONALES 


Son aquellas inecuaciones donde las variables o incógnitas de alguno de sus miembros están elevadas a 
exponentes fraccionarios o afectadas por radicales. 


/ loe 
Ejemplos: V x? -3x +2 > 2- x 0< {х—1 < {х+2 УЗ 


Para resolver este tipo de inecuaciones, se deben tener en cuenta el índice de los radicales. 


Radicales con índice par 
Para la resolución de estas inecuaciones, se deben establecer restricciones a la incógnita. 


Conjunto de valores admisibles (CVA) 

El conjunto de valores admisibles garantiza la existencia del valor de las variables para que una expresión 
matemática esté bien definida. 

Realizamos los siguientes pasos: 

* Elradicando de una raíz de índice par debe ser mayor o igual a cero (CVA). 

* Elevando a un exponente par eliminamos la raíz. 

Ejemplos: 

1. Determina el intervalo admisible de x: /8 — x « 7 


Resolución: 
* Elradicando debe ser cero o positivo: CVA:8-x20 = xx8 (1) 
* Con esta restricción verificamos que: 8=X<7 
+ + 

* Elevando cada miembro al cuadrado, tenemos: 8-x<49 = x» -41 (2) 
* Para encontrar el conjunto de valores reales que 

satisfagan las condiciones (1) y (2) debemos 

intersectar dichas relaciones: эж -41 8 50 
e Por lo tanto, téngase presente que CS с CVA CS =x € (-41; 8] 


2. Determina el intervalo admisible de x: 4x? — 9 > — 6 


Resolución: 
* Definimos el conjunto de valores admisibles: СМА: x2 -920 = x^» 9 


e Hacemos uso de la propiedad 2: x x -3vxz3 (1) 
* Con esta restricción verificamos que: x^ -9 > z6 
= ы ux 


* Resulta una desigualdad que es correcta para 
todo x € IR que verifique la condición (1): CS = СМА 


* Porlo tanto: CS 2 x € (—oo; -3] U [8; +оо) 


CVA: хє(-=— о +) (1) 


Problemas resueltos 


Resolución: 
AI „2 2_ 
x-1 Е Х-1 


1 2 x+1-2(x-1) 
ro 07 (х= 1)(х+ 1) ыг 
3-x x-3 
тут) 507 70065 ^ 9 


Puntos de corte: (—1; 1; 3} 


Graficando: 


Resolución: 


AS 
X 12 2 X*1 
x+1 `19 ^x-«2 
AA 


En (I): 
Х 12 
x41 2070 
Tx 12 Tx — 12 
19 (3-1) x41 <0 


(7x – 12)(х+ 1) «0 ^ x+1%0 
Puntos de corte: (—1; 12/7}; x z —1 


—oo -1 12 +оо 
7 

2412 

«e| 1; 2 

En (1) 

х-1 12 

CU 

ТХ-5 ТХ-5 

1962) ^ x:2 ^0 


(7х – 5)(х+ 2) >0 ^ x+2%0 
Puntos de corte: (—2; 5/7); x 4 —2 


5,052: 

Бин ЭР “эш? 5.12 
ын 5 A 5 12 + -хє( P) 
т 7 

хєй-М-0) 


Por lo tanto, M tiene 1 elemento. 


Resolución: 


Dada la inecuación: 


У3Х-1-41Хх-2»0 


Se observa que: 
3-120-х24 NU 
x-2>0=x>2 (П) 


Intersectamos (1) у (11): 
x22 4981) 


Resolviendo: 
У3Х-1»4х-2 
3x-1»x-2 


2X» -12x» d - (5%) 


Luego: 
CS8-8,n8, »х>2 ..xEl[2 + оо) 


Resolución: 
De la inecuación: у x? — 3x > /8— x 
Observación: 


х2 -3x20^48-xz0AX -3x28-x 
Xx-3)»0Axx8^AX -2x-8»0 
x(x-3)>0Ax<82 (х – 4)(х+ 2) >0 


Intersectando: 
--00 -2 0 3 4 8 +оо 


x € (ос —2) U (4; 8] 
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Nos piden: 
Y soluciones Z" =5 +6 - 7 - 8 = 26 


ED Resuelve: 


X+A > XD. con-a>-b>0 
x-a' x-b 

Resolución: 

х-а x-«b : 

жа x b ^0 (xa^ x zb) 


(x- a)x-b)- (x- a)(x+b) 
(x-a)(x-b) 
2(a — b)x 
(x-a)x- Б)? 
Por condición tenemos: 


-а> b>0=a<b<0 
a-b<0 442) 


Ahora, (2) en (1): 
(Х- Зүс =b) ST 


Gráficamente: 


CS = (—oo; a) U (b; 0) 


ЮЭ See: (a; b) c R*, halla el menor valor de к de manera que: 


ша E 
ав? 


Resolución: 
Se cumple: 


аач Ваа абаат Ве 
4 и 4 


2 2 
4 Tay 
a+b E af +b | 
(225) (45: 
4 
a+b 
23 ) <e (1) 
a +b 
Además 
(a+b) 
<k-1 2 
at + b^ d) 
De (1) y (2): 
(k — mín, = 8 
„Към. = 9 
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ED dela la variación de: AI 
Resolución: 
Haciendo: 


Xy = a; yz = b; xz = c 


Reemplazando en la expresión: 
эс a b: c E RÊ 
a“ + b° + 


Por teorema, sabemos que: 
a? + b? + c? > ab + bc + ac> 0 
o<&b+bc+ac < y 


a+b? +o? 
XyZ(X +y +2) . 
уу узу» € (0:1 
xy! «yz + х?2? ( | 


ЮЭ El conjunto: 


A=(x€R/a<-4y2-ax> dx + ax?) es igual a: 


Resolución: 


Por dato: a < — 4 
Se tiene: 


2-ах» (х-аХ xac 20A2-ax»0A 
(2 – ax? > x + ax? 


En: x+ax>0 
x(1 + ax) z 0 " € р " 
x(-ax — 1) € 0; (-a > 0) 
> 08,- [o] m 
-a 


Еп: 2 -ах> 0 = 2>ах 
Сото а < 0, епіопсеѕ: 2 <X > C8p= (2; +00) 


En: 
(2 – ах)? > х + ax 
4 — Дах + ax > х + ax 
(a? – ax? – (4а + 1)х+4>0 
а(а – 1)х2 — (4а + 1)х+4>0 ... (01) 
Setiene:a «0^ (a— 1) «0 = a(a-1)>0 
También: А = (-4a — 1)? — 4a(a — 1)(4) 
^ = 16a? + 8a + 1 — 162? + 16a 
A=24a+1<0 


Luego, la desigualdad (о) se cumple v x € IR: 

> CS, = R 

Finalmente: 

CS = CS4 N CS; п C84 

CS = |o = [б (2 (ee jn A Se o -3| 


FUNCIONES 


CD NOCIÓN DE FUNCIÓN 


Una función es una dependencia o relación entre magnitudes. 


Ejemplos: 
— El número de pasos que damos depende de la distancia que queremos recorrer. 
— Nuestras notas dependerán de las horas de estudio que dediquemos. 


Definición de función 
Una relación f : A — B será una función si cumple: 


i) = (у) eAxB/y -fo9) 


i) | Sigcy ef ^ (2) efoy-z |¡Para una primera componente existe solo una segunda componente! 


Dominio de una función 
Notación: Dom f ; Df 


También llamado conjunto de preimágenes y está formado por las primeras componentes de los pares 
ordenados pertenecientes a la función. 


En (x; y) єї, siendo f una función, el dominio de f lo constituyen los valores que toma la variable independiente х. 
Rango de una función 
Notación: Ran f, Rf 


Llamado también conjunto de imágenes y está dado por las segundas componentes de los pares ordenados 
pertenecientes a la función. 


Si (x; y) є función f, el rango de f lo contituyen valores que toma la variable dependiente y. 


Regla de correspondencia 
Es la relación o vínculo que existe entre los elementos del dominio y el rango. Sea f: A — B entonces: 


x : variable independiente 
y=10) | y: variable dependiente 


à 1 Toda función es una relación, 
CD FUNCIÓN REAL DE VARIABLE REAL perona tone ragin es Una 
Sea f: A — B, diremos que f es una función real de variable real si A y B son subconjuntos de los números reales. i función. 


también | #= (ху) ER? /y=100) 


Gráfica de una función real de variable real 
La gráfica de una función f es la representación geométrica de los pares ordenados que pertenecen a la función. 
Gráf(f) = ((x; y) € R?/ y = f(x) х € от 


Atención 


Ejemplo: 


f(x) = х? 
Domf = IR 


Tabulando algunos valores: 
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Observación 


Función potencia 


1 


* Paran par 


* Рага п impar 


i Para hallar los interceptos en 
i una función lineal se evalua 


f(0) y f(x) = 0 


} у se unen los puntos con una į 
i recta. : 


х= 0 = se halla y; punto (0, y) : 
у= 0 = se halla x; punto (х, 0) : 


: Ejemplo: 
i Determina la gráfica de: 
: f(x)=3x+9 


: = f(0)=3(0)+9=9 
¿ punto (0; 9) 


Г af0)-0-3x49 
i x--3 
¿ punto (-3: 0) 
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CB FUNCIONES ESPECIALES 


Función constante Función identidad 
Regla de correspondencia: Regla de correspondencia: 
ТЕЗ ГЕЗ ТЕЗ ГЕЗ 
Domf-IR 
Ran f = (c) Domf-IR 
Ranf- IR 
Ejemplo: 
Función de proporcionalidad Grafica (x) = x; x € (2; 5] 
у, 


у, 
E 


Función valor absoluto 
Regla de correspondencia: 


0 Dom f 2 IB; Ran f= [0; + оо) 


Graficamos: y = |x| 


Tabulando: 


Función lineal o afin 
Es una función de tipo polinomial cuya regla de correspondencia es: 


f(x =mx+b;m#0| o Dom (f) = R ; Ran (f) = R 


Supongamos que m » 0 ^ b>0 


tana = m 


Donde m es la pendiente de la recta L4. 


Función cuadrática 
Es una función polinomial de la forma: | y = f(x) = aX  - bxc |;a#0,Df=R 
La gráfica es una curva llamada parábola cuyo vértice (h; k) se determina: 


E E 
h=32 | К-10) 


Caso I: Si a > 0 (la parábola es cóncava hacia arriba) 


Ejemplo: 
Grafica: f(x) = 22 4x +6 
Resolución: 
Método I: f(x) = 26 EA 
a bc 
- -0 E -(-4) = 
n= 2a 2(2) 24 


к= flh) = 1) = 2(1)2 - 4(1) +6 
k= 4 = vértice (1; 4) 


* Como a >, se abre hacia arriba. 
* |ntercepto con el eje y: 
> (0) = 2(0)? — 4(0) + 6 = 6 punto (0; 6) 


Función par 
Una función f es par si cumple: 
1 SixeDomf = - x € Domf 


П. f(-x) = f (x) 
Ejemplos: 
ysx у= |х| 
© у= (x= * у=|—х|=[х| 
у у 
О X О X 


* Sus gráficas son simétricas respecto del eje y. 


» mínimo valor 


xY 


Graficamos: 


Por ambos métodos el: 
* vértice es (1; 4) y 

* un punto (0; 6) 

* a>0 


Función impar 
Una función f es impar si cumple: 
l. Six € Domf = – x € Domf. 


Il. f(-x) = — f(x) 


Ejemplos: 


! 
ión cuadrática: 


inante = b? – 4ac 


ї у= ах? + bx + c tambien se 
i puede expresar asi: 


y-k-a(x- hY 


(al completar cuadrados) 


| Donde a>0=U 


a<0=n 


i y (b, К): es el vértice de dicha : 
i parábola. : 


i Método Il: y = 2x? - 4x + 6 


у-2(х2-2х)-6 


i X? debe tener coeficiente (1) 
: у= 2(х2 = 2х+1- 1) +6 

i (se agrega y quita la mitad 

i del coeficiente de x al 


cuadrado): (3) 


: зуз20-17-2-6 


y -4- 2(x - 1Y 
| | 
k h 


| = vértice (h, К) = (1; 4) 


E Veamos si tiene intercepto en : 
i eleje y : 
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i 91 х) = Ix 
¿=> {х+а) +6 = |х+а| +0 


a;b»0 


: f(x) sufre desplazamiento 
i horizontal y vertical. 


i Veamos: 
i Simetrías 


i Respecto del eje x 
: у 


: Respecto del eje y 


: Respecto del origen (0; 0) 
! у 


refleja 
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Desplazamiento de gráficas 
Sea una función f(x) - f(x + a) 
Se deplaza en el eje x. 
Desplazamiento horizontal. 

Si f(x) 24x = f(x +3) 


f(x + a): 
f(x + 3): se desplaza 
hacia la izquierda 


f(x — а): 
f(x — 3): se desplaza 
hacia la derecha 


Crecimiento y decrecimiento de una función 


Crece 


Función creciente 
Si: xy < x; = f(xi) < (xo) 


Máximos y mínimos relativos 


máximojrelativo 


mínimo relativo mínimo relativo 


Periodicidad 
Una función f es periódica, si v T 0 se cumple que: 


f(x) + a se desplaza en el eje y. 
Desplazamiento vertical. 


f) = х2 f(x) +2 


X 


Decrece 


Función decreciente 
Si: xy < x; > f(x) < ха) 


La función f(x): 

e Tiene un máximo relativo si la función pasa de 
creciente a decreciente. 

* Tiene un mínimo relativo si la función pasa de 
decreciente o creciente. 

Máximo relativo: (0; a) 

Mínimo relativo: (—c; b) y (c; b) 


f(x T) = f(x) 


F(x) 2 f(x + T) = f(x + 2T) = f(x + nT) 


.heZ 


Función signo Función inverso multiplicativo | Función máximo entero 


1; x50 =f = йі 
меен] (c po 


Domf-IRARanfz- {— 1; 0; 1) 


Propiedades: 

* IxI=nsn<x<n+1 
* [xI<x<IxI+1 

* [x-kIz2IxIl-kkez 


* [xI<nex<n+1 
* [xI2Znexzn 


Operaciones con funciones 


Sean F y С dos funciones tales que Dom Е n Dom G = Ø, se definen las siguientes operaciones: 


• Suma de funciones 
(F + С)(х) = F(x) + G(x) ; Dom (Е + G) = Dom F n Dom G 


* Diferencia de funciones 
(Е — С)(х) = F(x) — G(x) ; Dom (F — G) = DomF n Dom G 


* Producto de funciones 
(FG)(x) = F(x) . G(x) ; Dom (FG) = Dom Е n Dom б 


* División de funciones 
(Е/В)(х) = F(x) / G(x) ; Dom (F/G) = Dom F n Dom G - (x/ G(x) = 0) 


Ejemplo: 

Dadas las funciones F у G determina: F + G; Е - G; FG y F/G 
F= {(4; 2), (3; —1), (5; 7), (6; 1)) = DomF- {4; 3; 5; 6} 
G= {(4; 5), (2; 6); (6; 0), (9; -2)) =  DomG=(4; 2; 6; 9} 


Luego: Dom F n Dom С = (4; 6) 

=F + G = (4; F(4) + G(4)) (6; F(6) + 6(6))} = {(4; 7), (6; 1) 
=F -G = ((4; F(4) – G(4), (6; F(6) – = {(4; — 
= FG = {(4; F(4) . G(4)), (6; F(6) . G(6))} = ((4; 10), (6; 0)} 


> F/G > Dom( Р )= (DomF n Dom 
(4:6) - (6 
—————— 
(4) 


6 (к)! = ((4; 2/5) 


Composición de funciones (f o 0) 


e 
= 
2 

T 
23 


Sean f y g dos funciones; se defina la función Го g (f compuesto соп 0) como: 


f o g(x) = f(g(x)) = tx, f(g(x))) 
Dominio de f o д = {х/х є Domg ^ g(x) e Dom f} 


Ejemplos: 
1. Sean шинэс Т), (=5; 8), (4; 2), (—3; 7), (6; 1)} 
= ((7; 6), (8; -4), (9; 3), (13; –5)} 
Determina: fo g 


f(x) = 


IxI>nex>n+1 


—-1;-1€ x«0 
0; 0€ x«1 
Е Х«2 
2; 2€ x«3 


Igualdad de шашин 


ta 


i gof-g(f() 
i Dom(fog) = (x € В/х € Dom 
i fAf(xX) e Domg) 
i dfoge Rang n Domfz Z 
d Тод» до 
: 8 f 

ZU c р 


fog 


: Observa que: 

i Si(a;b)egA^(b;o)ef 
> (a;c)efog 

: También se cumple: 

: Si(m;n)efA(n b)eg 
=(m;b)egof 
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—————Üà 7 


i Continuidad y 
¿ discontinuidad : 
i Una función es continua sien : 
t su gráfica no existen saltos пі : 
i interrupciones. 


Continua 


continua 


discontinua 


discontinua 
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Resolución: 
Primero hallamos Dom (f o g) = {х/х € Dom g A g(x) € Dom f) 
— l 


g(7) 26 v 
g(8) --4 € Dom f 
g(9) 2 3 v 
g(13) = -5 v 


= Dom (fog) = (7; 9; 13} 
fog = {(х, (9(х))} = {(7; f(g(7)), (9: 1(0(9)), (13; {9(13))} = (7, f(6)), (9: (3), (13; {—5))} 
fog = {(7; 1), (8; 7), (13; 8)) 


Gráficamente: 


Se observan los elementos que llegan de g a f. 
Т-1 
957 -109-1(:1)( 
1358 


9; 7), (13, 8) 


2. Determina la regla de correspondencia de f o g. 
Sabiendo que f(x) = x? + 1 y g (x) = 3x + 2. 


Resolución: 
(Fo g)x = f(g(x)) = (3x + 2) = (3х + 2)2+ 12 9х2 + 12х + 5 = ѓо д(х) = 9х2 + 12x 5 


Propiedades: Sean f, 9, h funciones. 

* (fog)oh=fo (g oh) = f(g (h(x)) — Asociativa 
* ({+0)о h = (foh) + (g o h) — Distributiva 

* (f.g)oh= (foh). (goh) 


CB FUNCIONES INYECTIVA, SURYECTIVA Y BIYECTIVA 


Función inyectiva o univalente 
La función f: A — B (función de A en B) será inyectiva si a elementos distintos del dominio les corresponden 
distintas imágenes, es decir, para cada elemento del rango existe un ünico valor del dominio. 


Se cumple: 


Si Хү, x; € Dom f: f(x4) = (ху) = Xy = X2 


Ejemplos: 


Мо es inyectiva 


5) = 12. 
(07197546 


2.* у= x* VXER Gráficamente: 


= Evaluamos: f (x4) = f(x?) y ХЗ 


X( = Хә | 2 es inyectiva 


х= 


[д -3hà 


X 


es inyectiva 


e yX4 VXER Gráficamente: 


= Evaluamos: f(x.) = f(x») | 


2 2 x? | "p 
Xx = X Observación 


ху = XX, noes inyectiva 


X 


no es inyectiva _ función cualquiera. 


Función suryectiva a sobreyectiva 
Una función f: A — B es suryectiva si su rango coincide con el conjunto de llegada. Es decir, rango de f = B 


Ejemplo: Lo Atención ооо 


Sean los conjuntos: M = (1,5, 7) Gráficamente: . Observa que la función: 
М = (8, 7,9) 


Si f: M — N, tal que f = {(x, y) eMxN/y- x + 2), 
demostrar que f es suryectiva. 

= XE{1;5;7} у=х+2є (3; 7; 9) 

= (= ((1; 3), (5; 7), (7; 9) 


Сото N coincide con el Ranf = (3; 7; 9) = es 
suryectiva. Rango coincide con el conjunto de llegada. 


Función biyectiva 
Una función f es biyectiva cuando esta es inyectiva y suryectiva a la vez. 


f(x) = х2; x € [0; + оо) es biyectiva. 


Función Inversa (f^! o f*) 
Sea f una función univalente f: A — B; la función inversa queda definida ГЕВ А. 


Es equivalente a: f = (x; f(x)) /х e Dom f} = 1 = (0) x) / x e Dom f} 


Gráficamente: 
f 
те 
8 
Dom f Ran f 


Ran f! Dom f ' 
у= х) өх= (у) 


Ejemplo: Halla f^. si existe en: f = 


е despeja x 
nde: 
хае f(x) viene a ser y de f(x) 


f^! se refleja en la función identidad y — x. | 
x+2 | y de f(x) viene a ser x de f(x) 
3 


Resolución: 

* Primero veamos si es inyectiva, ello implica que: * Despejamos x es función de y. 
Мила жэл : -Xi223-x42 
Evaluando en f: — = — x =3y -2 

1 КА = 
Хү = X; = f es inyectiva, y f! existe. B жас 
* Cuya gráfica es: Propiedades: 
Рот! = Ran f 
Ranf^! = Dom f 


1 о#= 1, I función identidad 


iei =| КОО 


(l =f P 
: La inversa de f se denota рог 


fog =g of" 11122 
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Problemas resueltos M 


ЕЭ Halla Dom(f) — Ran(f), si f es una función: 
f = ((a + 1; 3), (a – 3; b — 1), (a + b; 7), 


(zm т) 0) 


donde a € Z. 


Resolución: 


De {а —3 y {5 — a, se tiene: 
3«a«b(a є Z)>a=4 


Reemplazando a — 4 se tiene: 
{= {(5; 3), (1; b — 1), @ +b; 7), (1; 1), (4; 0} 
э0-1-1 


2 =: а) Sq pb eg 
Donde: Ran(F) = [a; b] 
Calcula: a + b 


Resolución: 
Dada la función: 


Multiplicamos por (—1): 
F(x) =é - 4x 5 


33% -4Х25-21 


Además: Sumamos 5: 

—1<х<3 82-32-4Х-52-16 
Sumamos 2: Ran(F) = [-16; 8] = [a; b] 
1<х+2<5 =>a=-16Ab=8 
Elevamos al cuadrado: Nos piden: 


1<x +4x+4<25 a+b=-16+8=-8 


Restamos 4: 
-3 < х?+4х € 21 


ED Determina el dominio de F: 


с 


Resolución: 
Dada la función: 


Se observa que: 
X—-320A8-xzx0^ 2x- 100 
X23AX<8NMx £5 

г. Dom(F) = [3; 5) U (5; 8] 


ED Halla el dominio de: 
1 


f == 
x —7Tx—8 


Resolución: 
xX - Tx -8»0 5 (x-8)x 4 1)» 0 
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zs SH 
ь = 8 
m "9. рот) =R- [-1; 8] 
EP s 
3x +1 21000) 
х+2 ' 
= xe e 2 
X-3; x«-1 


Calcula: f(f(0)) + ((2)) + f(-3) 


Resolución: 

£(0) = (0)? 12-12 (0) = {-1) = (172—120 
m x sm ЗГБ! 

1(2) =(2P-1=3 = 10) =1(3) = 4% =2 

f(-3) = -3 - 3 = -6 

F(£(0)) + 112)) + f(-3) = —4 

Grafica: 

B: у= Ж = b у-|2Х-3| 
с) у= 2X2 4 12х + 18 d /=x 
Resolución: 

a) Sabemos que y =VX 
y 
у= үх-7 


X 


F(x — 7): Se desplaza 7 unidades a la derecha. 


b) Partimos de y = |х| 
> y = + 31=2+3. 
у YA у=2х+3/2| 
: Ly = |х + 302] 
X X 
с) = 208 + 6x + 9) 


y 
y- 2(x + 3)? 
( 


d) Restringimos: 
-х>205х<0 


Tabulamos: 


Observamos que y = 4— x es el reflejo de g = /x en el eje у. 


Se tienen las siguientes funciones: 
f =((3; — 7), (4; 8), (5; 6), (=3; 2), (=1; 3) 
g(x) = Ix — 2; x € [2, + оо) 
Determina: а)#+ 9 b)f-g 


c)f.g d) 19 


Resolución: 


Como f y g realizan las operaciones, intersecamos sus dominios: 
Dom f n Dom y 


{3; 4; 5; —3; —1} Nx 2 2 
{3, 4, 5} 


= a) (f+ 9) (х) = f(x) + g(x) = { (3, (3) + 0(3), 
(4, f(4) + 004), (5; (S) + 0(5))} 


f(x) + g(x) = {(3; —6), (4; 10); (5; 9)} 


ә b) (f —9)(x) = f(x) — g(x) = (3; (3) —9(3)), (4; (4) — 0(4)), 
(5; f(5) — 9(5))) 


f(x) — g(x) = ((3; —8), (4:6), (5; 3)} 


= O(f.g)9 = (х). 0(х) = {3; (3). 9(3)), (4; 14). g(4)). (5; 15). 0(5)} 
f(x) . g(x) = {(3; —7), (4; 16), (5; 18)) 


zo = {(3; —7), (4; 4), (5; 2)) 


ED Halla la regla de correspondencia de: 


a) Г(Х)81 (5) = =. — 


b) gof(x), si f(x) =x-3 y g(x) =xé + 3x-2 


с) g(,sifog(x) 2 4x? +5 y f(x) = x-1 


Х-3 
x+2 


d) geg (x, si g(x) = 


Resolución: 
2x - 3 
) у= 4—71 
Despejamos x en función 
de y: 
4xy -y 2x +3 
4ху -2x=y+3 
x4y -2)2y * 3 
_ у+3 
|" 4y-2 


rd 


a 


X 


c) f(g(x) = 4x? +5 
'— — 
en f(x) 


g(x) - 1 =4 +5 
= 0()-4х2-6 


2. 
EJ) Demuestra que: G(x) = Ї ax«-1 


xc ssi 


Resolución: 
Graficamos: 


b) 


A 


g o f(x) = 0((х)) 

Evaluamos f(x) en g(x): 

Ох) = (x-3)? + 3(х—3)—2 

0(0))-х2-6х--9--3х-9-2 
0(0)) = x? - 6x-2 

> 9 of(x) =x?-3x-2 


gog (X) = g(g (0) 
Propiedad: 


gog ()-х 


es inyectiva. 


Cualquier recta horizontal corta a la gráfica en un solo punto. 


|10 7 Sean las funciones: 


Halla: (F* o б)(4) 


Resolución: 


Primero veamos si existe F*: 
(ху) = F(x2) 
4 


х= 2 E X,—2 


— Existe F* 


Hallamos F*: у= 


| 


4 


2 
(к=з 1=х=6 
х+ 2; 7 <х< 1 


:x € [0,3] - (2) 


= Xy = X3; es inyectiva 


Piden F*(G(4)) G(4) = (4— 1? = 32 2 9 


F*(9) = 4320 Е -2 
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LÍMITES 


dao Я a NOCIÓN DE LÍMITE 

: : Se dice que un nümero x tiene un límite L cuando х toma valores muy cercanos a L. 
límf(x) = L 
Х-Хо 5— хин жин жин жин жин -—— жин жин ин шин a ий 

: : — ll A. 

i Significa que x toma valores į x-L-h x=L+h h : muy pequeño 

i muy próximos a él, pero 

3 sin llegar a tomarlo, y f(x) : T s 

i evaluado en xy tiende al valor : Interpretación geometrica 

i deL. i  Dadauna función f(x); el límite de f(x) cuando x tiende a x: 


uc c Pd M * Dela gráfica cuando x se aproxima a Хо 
f(x) se aproxima a L. 
шини * Cuando х es muy próximo a хо; f(x) es L. 


Notación: 


x lím f(x) 2L 
x se aproxima x se aproxima 
por la izquierda por la derecha 


CD DEFINICIÓN FORMAL DE LÍMITE 


Dada una función f, decimos que el límite de la función f en el punto хо es el número real L, si y solo sí: 


Ve>0,385>0/x€Domf л0 < |х- Xp] < = [f(x) -L| < e 


Interpretación geométrica 


* Las letras griegas e y ó se llaman épsilon y delta, 
respectivamente. 
e El punto хо puede estar o no en el dominio de f. 


3 Ejemplo: 

} Sea la función f(x) = 20 + x 

i Queremos averiguar a qué 

i valor tiende f(x) cuando xse 
i aproxima a 2 (x — 2). : Límites laterales 

: ¿Límite por la derecha Límite por la izquierda 

Sea la función f: (a; +оо) > IR Sea la función f: (—oo; a) — IR 

El límite de la función f(x) cuando x se aproxima hacia El límite de la función f(x) cuando x se aproxima 
a por la derecha (x > a) es el número real L al cual hacia a por la izquierda (x < a) es el número real L 
denotaremos por: x ^ a* denotamos por: x a” 


gre Suse : 

: ке маа lím f(x) = límf(x) = L lím f(x) = límf(x) = L 
: Se observa que: : 

i Cuando х se va aproximando ; 
i tanto por la derecha como por : 
i la izquierda. : 
i Las imágenes (f(x)) se 

i aproxima al valor 22 (tanto 

: рог аггіра сото рог абајо). 


xa” х9 


: Se denota asi: 


lím f(x) = 22 


х-2 


: límite de f(x) cuando x se 


| aproxima a 2. Valores de x cercanos, pero mayores al valor de “a”. Valores de x cercanos, pero menores al valor de "a". 
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Теогета 
El lím f(x) existe si y solo sí existen los límites laterales y estos son iguales. 
Х-а 


Es dedir 


. Sea la gráfica: 


Teorema de la unicidad del límite 
Si el límite de una función existe, es ünico. 


Es decir: 
Si: límf(x) = Lj A lim f(x) = L; = L4 = L3 | 
Х-а Х-а 
- Observamos: 
lim f(x) 26 л іт f(x) 22 
: 5 Хо ҮЗВЭЛ, 
Ejemplo: T v los límites laterales son 
Determina si existen los límites: dif de 
2,2 25) сэз límf(x) 
а) lim f() sit -15 ^ 9X7? b) lim f() sif) 24€ ^*^ 71 к 
х-2 9-х,х-2 х--1 x—2;x €-4 


* Usamos límites laterales. 
Para que exista el límite lim f(x) = lim f(x) = lím f(x) 


Resolución: e ЭЕ 
=, 


х= хх) x= xX 
Lim, f(x) = lim (c +3) = 7; [im f(x) = т (9 —Х)=7 Como los límites laterales son iguales: 
2.3 в. 
• lím i) = lím (к +1) = 2; lím in) т. lím (х= 2) 2—3 Los límites laterales son diferentes: 
х= 1% = х1 -- 
2.2 límite. 


Teoremas fundamentales 
Sean las funciones F(x) y G(x) funciones reales de variable real y Хо, arbitrario, no necesariamente 
хо € DomF n Dom С. 

— mm 


20 


Además: lím F(x) 2 L, ; lím G(x) = L, 
Х-Х, 


X= Xy 


lím F^(x) = (Im FWY -(L) ;nez* іт (Е — G)(x) = lím F(x) — lím G(x) = L,—L; 


х.х, x=% X= X X= Xo X= Xy 


lím (F.G) (х) = lím F(x). lím G(x) = L4 .L3 


іт YF% = oJ im F(x =YL, ;nzZnez'| *-^ X—X*X 0 Х-Х 


Х-Х, 


lim БРО = БИТ р. b>0Ab%1 


Х-Х, 


X 


DLE 


lim (F + б)(х) = lim F9) + їтб(х) = Ly +1, 


Х-Х, 


Teorema del Sandwich 


Sean F, G y H tres funciones reales de variable real y además; Dom Е п Dom G N Dom H z Ø 


Si se cumple: i) F(x) < G (x) < H(x) 
ii) lím Е(х) = lím H (х) =L 
Х-Х, Х-Х, х-а х-а 


= lím G(x) =L 
Х-Х, 
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Observación 


=+00 Xx >0 
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CD LÍMITES INDETERMINADOS 


3_ 
Sea la función f(x) = " : entonces, se pide determinar lim f(x); si simplemente evaluamos, obtendremos 
= Үс: 


la forma дие es una cantidad indeterminada, lo que se debe hacer es buscar eliminar el factor que causa la 


indeterminación en este caso (x — 1) aplicando lo que ya conocemos factorización, cocientes notables, identidades, 
etc. 


3—1 (х= 1)(х2+х+1) 
х=1 (x- 1) 


Қ) =х2+х+1 > limf(x) =14+1+1=3 
x 


CB FORMAS DE INDETERMINACIÓN 
Forma 8 (сего епїге сего) 


Para calcular el límite de esta forma indeterminada se aplica factorización. Si la función es racional para eliminar 
el factor que genera la indeterminación, si la función tiene términos irracionales se racionaliza. 


Ejemplo: 

1. Calcula: 
jm Je eme eB 
х—-2х°* — 2x3 + х^—2х 


Resolución: 
Evaluando en la expresión en x = 2, se obtiene una indeterminación de la forma DE 
Factorizando el numerador y denominador: 
х5 + х5 8х2-8 _ (х-2)(х2+1)(х2+ 2х+4) 
x* - 23 + х2 - 2x (х= 2)(х? + 1)x 


Observamos que al eliminar el factor (x — 2), desaparece la indeterminación; entonces: 

c dX «X 8026 uw X420. cu E x exte. 
lím -7 5—5 lím =6 2. Мт 2 3. 7 6 
х-2Х7-2Х7-Х2-2Х x-2 X x-2x" — 2x? + x* — 2x 


x23 Х—3 


Resolución: 


4х-43 [x +43 
x-3 "Jfx^«43 


ТОША Саа NM E MM E 
х-3(х-3)(4х +43) х-3/х+43 2/3 6 


Forma >. (infinito sobre infinito) 
oo 


Para resolver este tipo de límites se debe aplicar los siguientes teoremas: 


a) lim 1. 20; nez* 


X—-coxX 
1 = + | 
b) lim —-0; nez dnd scs 
Х--осод Сн 
c) Sea: lím ad qax ад” 4... Ба, 51 е) mb sin es impar 
` "лү ш. m-l. L.m- L 7 a0 Vn к : 
х-Форүх" + bx 7! + box" 7? +... + bp x-0 x T oo; sin es par 
+oo0;sin > т 
a... 
Entonces: L = 2 =0; ѕіп = т 
Do 
0;sin«m 


Ejemplo: calcula los siguientes límites. 
х +1 А (x =+ 1) 


Too 


: 1 
— 121 | — = 
rar C X DURS хх —1 
, үт 2 3х2 5х +3 
хо 2X! E Ax +6 
Resolución: 
Evaluamos resulta © = por la propiedad c: n >т = límite = oc 
oo 


Resolución: 

Estamos en el caso L usamos el método de dividir el numerador y denominador entre la variable elevada al 
oo 

grado del mayor exponente. 


43x? + 1 34 1. 
(12-23 “зү X 43-0 m 


х-о X41 X— 00 141 1+0 
X X 
Forma oo — oo 
Se busca convertirlas en las formas " 0 = aplicando los teoremas; factorización y racionalización. 
Ejemplo: 
k= Jim (da? 3x46 — 44x x 43) 
Resolución: 


Sea: (х) = {4х2 + 3x6 — (4х2+х+3 


(ax? + 3х +6 — dad + х c3) (ad 36 dad x +3) 


f(x) = 
(4x? + 3х+6 + 44х2+х+3) 
Por diferencia de cuadrados tenemos: f(x) — 2x3 
(Ax! 3x +6 x? ex 3 
2+ a 
Dividiendo entre x al numerador y denominador: f(x) = X 
4+ 2 + 5, -14- £ + 3 
X X x 
__2__1 „к= 
ar саг 
Límites de la forma 1° 
Se emplean los siguientes teoremas: 
X 
Dl тих) е | i| lim ( + 1) =e | iii) Sea lim (F(99) =L 
х-0 Х- oo Х X— Xp 


Si evaluamos: (Хо) — 1 (tiende a 1) y 
G(xo) — oo (tiende a oo) 


lim |(F(x) — 1)6 
m 
Ejemplo: 
Х-1 
Determina el lim | х—2 | 
х—осо\ X + 1 
Resolución: 


lím(x— 1 
Al evaluar lím ( — ү” | = (1)* (Forma indeterminada) 
X= оо 


— Por propiedad ¿im H = Жы 57-71 = Aa) =e% 


i Para encontrarnos en un 
: caso de indeterminación: 


ро, =; со—оо,... 


i Primero se evalúa: 


límF(x) en Е(хо) 


х= Xp 


1 
2 


Es decir: 0(1---| = | 


e = 2,71828182846 
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Problemas resueltos 


Resolución: 


A) Evaluamos f(x) en 2 (regla práctica): 
т (X — 3x + 5) -22-3(245-3 
x 


B) Evaluando lim (4x -4x)2 16 -44 = 14 
Xx 


C) Evaluamos іт 2X —4 = 9 
x22 X 


-2 0 


Levantamos la indeterminación factorizando 2: 


20-4 _ 2(x-2) —2 
x-2 | x-2 


> lim 2X—4 = lím2 —2 
x22 X—2 x-2 


D) Evaluando el valor al que se aproxima cuando x — 0, nos 
encontramos en el caso 22. 
oo 


— Dividimos el numerador y denominador entre x. 


ха? 44 4. 
lim —*— = lim X 
x2o X xo 1 
Х 
= lim (1+2) 
X= оо 


= limi + lím 2 = 1+0=1 
х—соХ 


Resolución: 

Reduciendo: 

x48. (х+2)(х2 — 2x +4) 
x12 x+2 


Se tiene: x? — 2x + 4 


im rs —2x +4) = = [im T - mers 


х——2 


-1-28- 2(-2) +4= 12 


+8 
RE 
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Resolución: 
Los límites al infinito se resuelven de la siguiente manera: 
1-94. 4. 
ч X x2 
lím 8-9 
х= +оо 4 + Y 
Х x2 


Dividimos entre la variable con mayor exponente: 

їп (7- 5+ "3 

MEROS х/ 1-0-0 17 

lím ШЗ 4+0+0 4 
X x? 


х= +оо 


Resolución: 
Si lim f(x) existe, entonces: 
x 


110) = lim f) 


Luego: 

lím f(x) = lím (2x +4) = 12 441) 
x4 х 4 

lím f(x) = lím (6x + А) = 24 + A ..(2) 
x4 x>4* 


Por definición de límites laterales (1) = (2): 
24+A= 12 
. A=-12 


Resolución: 

Reducimos: 

(x + 3) (x — 3) = Х-3 
(x + 3)(2x 1) 2x +1 
Tendremos que: 


1 ШУ — Lima, 
PL ere та + : — [mx mi Zim ЕК ШИ 


DA CE 48 
2(-341 4-5 i 5 


-o im —RE 3. - 4680 
, E - 
х--3| 252-7Х-3 5 


LA DERIVADA 


CD INTRODUCCIÓN 


La derivada es uno de los conceptos matemáticos más importantes en el cálculo. 
Se emplea en campos como economía, psicología, física, medicina, ciencias sociales, etc. 


Son usadas para determinar variaciones de magnitudes en lapso de tiempos pequeños o variaciones pequeñas Recuerda 


de sus variables. а invención de las derivadas 


15: wton y 
itz, en el siglo XVII. 


La derivada representa la 
tangente a una curva 


Rectas 

secantes 
Recta 
tangente 


CD DEFINICIÓN 


La derivada de una función f(xp) es la medida de la rapidez con la que cambia dicha función con respecto a su 
variable хо (Хо € Domf). Estas variaciones son muy pequeñas y tienden al valor cero, es decir; es el límite de la 
división del incremento de la función entre el incremento de la variable. 

= Sea la función real y = х), la derivada queda definida: 


E f(x + Ax) — f(x) y : 7 
y = f (x) m-oa fo) derivada de la función Ax, 
— A, 
X X х 


Si: Ax=h у =f(x) = (más usado) 


Notación 


Además de la notación clásica f(x) parala derivada de y = f(x) se utiliza: | у = Р(х) а D,f 


Ejemplo: si f(x) 2 4 — 2х2; determina f(x). 


Resolución: 
4 — 2(х? + 2хһ + hô) + 2x? 

De la definición: Чи h 

f(x) = үт +) — fog : 

й-0 һ — үпү 2 =®һ 

Е һ 

Evaluando: E 

TP 4 — 2(x +h)? — (4 — 2x?) 

(0 = ЫШ, h = lim —2h — lim 4x (propiedad de límites) i | : 
h=0 h=0 : Para el cálculo de derivadas 
i se usan los teoremas ya 

г. f(x) = —4x i estudiados de límite. 

© TEOREMAS 


Conozcamos los principales teoremas que se utilizan en el marco de la diferenciación de ciertas expresiones. 
Para esto, sean f, g, funciones diferenciables en un intervalo y c una constante, entonces: 


1. Si f(x) = co f(x) -0 6. [(х). 900] = #(х). gx) + f(x) . g'(x) | El más usual de 08 teoremas | 
2.81() -х-1()-1 7. = cf() : 

, , i Sif) =x" > f(x) = n~! 
3. Si f(x) 2x! = f(x) = пх" 8. л = E E (GG = nG(x)"* G(x) 
4.15) + g()] = Fx) + g'(x) З ES] _ -10) ЖИК КЕКЕ к ТРУ 
5. [fX — 000 = Р(х) – 910) 10) 
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Ejemplo 1: 
Si f(x) = xÊ — &? + 3х2 — 1, halla f(x) . 


Recuerda 


Resolución: 
24 х6 = 8х5 + 3х2 — 1] = KÊ) – (8х5) + (3х2) – (1) 


f(x) = 60 – 8. 5х + 3. 2х = 6х — 40х* + 6x 


Ejemplo 2: 

1 2x T 3 ' 
Si: y = , halla: 

y 3222 у 

Resolución: 
Aplicamos la regla de la derivada de un cociente: (teorema п°.8) 

| 0х +3) + 2) — (2х + 308 + 27 _ 208 2) — (2x + 3)(2x) КЕГЕ ТЕ 

bé + 2)? (к +2) (x? + 2° 


CD INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA 


i Recuerda la ecuación de la 
: recta tangente. 


} f(x) -|(x - 3)? 
: 00 = ) Punto de 
tangencia 


E Epio dh aa ны Se observa que a medida que Ax = h tiende a cero; L, (recta secante en ху) 


i Donde: } 2 mig (pendiente de la recta secante) 


i tana = Р(хо) (la derivada de 
i f(x) evaluada en хо. (хо + h) — f (xy) 
E h 


Y m,r(pendiente de la recta tangente) = tana 


¿(Xp +h) — f(x 
= lim ает кИ debido a que h — 0 
h-0 h 
Observación Definición de la derivada 
ои = | tana = f(x;) | la derivada de la función es igual a la pendiente de la recta tangente en ese punto. 


(х) = [йт (кх +һ)—{(х) 
шон Ecuación de la recta tangent 
La segunda derivada de f(x) cuacion ае la recta tangente a una curva 


se denota: La ecuación de la recta tangente será: 


y = f(x) = f(x9)(x — Хо) 


mir 


Siendo m la pendiente de L 
m, = f(xy): pendiente de la recta tangente en el 
punto de abscisa X. 
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Ejemplo: 


Determina la ecuación de la recta tangente a la curva: 


y = 3 + 2x? + 3 en el punto (1; 8). 


Resolución: 
Ecuación de la recta tangente: 
y — (х) = 0-0) dl) 


CD TIPOS DE DERIVADA 


Derivada de las funciones trigonométricas 


senx = f(x) = cos Y XE IR 


= —senx; Y Xx € IR 
х) = tanx = f(x) = sec'x v x  (2п +1)5 


= cotx > f(x) = —с5с°х, Y x # пл 


Datos: Xy 2 1 ^ хо) = 8 
> Р(х) = у(х) = 9х2 + 4х 
f(1) =9+4 = 13 
Reemplazando tenemos: 
Lr: y - 8 =13(х – 1) 
у= 13x-5 


Derivada de funciones exponenciales y 

logarítmicas 

(a es una constante , u una función derivable) 
d 


1y-a > rris = а". una 

2 y-8'5 ©(е e") = e", u' 

3. y = loggu = L logu) = Y logu 
4. y = Inu (Inu) = Ч 


CD APLICACIONES DE LA DERIVADA 


Máximos y mínimos 


Cuando una función f(x) cambia de decreciente a creciente, posee un máximo en el punto de inflexión donde la 


recta tangente es paralela al eje x. 


= Se cumple | tana = f(x) = 


en el punto (хо; (Хо) 


Cuando la función cambia de creciente a decreciente, posee un mínimo en ese punto, tambien la recta tangente 


es paralela a la abscisa. 


= f(Xp) = 0 = pendiente. 


Máximo f(x) = 


Maximación de funciones 
Sea cualquier función f(x) , derivable 


= La función tendrá un valor máximo o mínimo en el punto (хо; Р(хо)) 


Donde x, se obtiene resolviendo: | f(x) = 0 


Criterio de la segunda derivada 
Sea la función f(x) derivable: 


Si I (хо) > 0 = la función posee un mínimo en хо. 
f" (хо) < 0 = la función posee un máximo en хо. 


Ejemplo: 


Sif(x) = X — 2x +6, averigua si f(x) tiene un máximo o mínimo e indica el punto. 


Resolución: 

f(x) 20 = x-220 Р(х) = 
ээлийн Е 

maximizamos * = 2 


2 > 0 > tiene un mínimo еп (2; f(2)) = (2; 6) 


i Maximación: 


i Determina К para que el área ! 
: del rectángulo inscrito sea 
i máxima. 


i Resolución: 

E Debemos encontrar una 
i función que dependa del 
i radio. 


i Función Área 


: 2 
= A(R) - 2L R? - L- 


i Función que depende 


de R ^ es derivable. 
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Problemas resueltos 


Resolución: Resolución: 
Emplearemos la fórmula básica: f(x) 2 x . D4(Inx) + Inx . D,(x) 
А Fx + ћ) -f 
(б) = lim 00—100 б) =х. 1 пк. 1 f= 
tim C h)? — 2(х + h) + 1) — (3x? — 2x + 1) 
E h 7 Si io) =5**, hal 
aan co ges, Bh + 6x — 2) 
Efectuando y reduciendo: f(x) = Ma тавиад ii 
: d f 
(б) = lim (8h + 6х – 2) 19) =6x-2 Recordar: y = a = -(") = a^. u Ina 
En el problema: f(x) = 5*** . Ох(х? + x?) In5 
Resolución: 


f(x) = 0,(х2 + 3x + 13 => f(x) = 0, (х2) + 0,(3х) + D^?) 
X 


f0)22x43-2x? — «.f()e2x«3- 2 
X 


Resolución: 
El lado del cuadrado cortado: x 


Resolución: НИ 
Р(х) = 4senx .D,(cosx) + 4соѕх. D,(senx) V ИДЫ » M p эн а 
х) =x(a-2x)50<x< $ 
f(x) = 4senx . (-senx) + 4cosx(cosx) заваа 2 
f(x) = 4(cos?x — sen?x) 2. f'(x) = 4cos2x Vx) = (a - 2x? - 4x(a – 2x) 
Vx) = (a-2x(a- 6x) 20 x= 2 ух= 
V"(x) 2 -8a + 24x = v(&) = За + 4a = 4а < 0 
Resolución: - 
A la función dada la expresaremos así: г. Entonces existe un máximo valor en x = 8” 
1 
ылы S 
D,(1— D,(1 + 
Derivando, tenemos: f(x) = 1 шаш Бутш, 
2| 1—senx 1 + senx $2 
Resolución: 
f(x) = 1 | -0008Х _  COSX | Aplicando la regla del producto se tiene: 
=н вию f(x) = х®Р,(1- cos2x)? + (1— cos2x)?D¿é 
_ —C0SX [1+ senx + 1 — senx 
t= —5 | гт | f(x) = xF(2sen2x)2(1 — cos2x) + 6Х5(1 – cos2x)? 
f(x) = —©08Х ГИА f(x) = 2х5(1 – cos2x)[2xsen2x + 3(1 – cos2x)] 
2 costx 008Х 


г. Р(х) = 8х (2хсовх + 3senx)sen?x 


Р(х) = -secx 
Resolución: 
Rosada Aplicando la regla del joo se Ms 
Por derivada de una función compuesta. f(9 2 1(4x 1) e x. 2 х+1) 
f(x) = —веп(3х° +1). 0,(3х? +1) X 3x 42 
f(x) = 4x12 Pg = 2 
f(x) = –ѕеп(3х2 + 1). 6x f(x) = –бхѕеп(3х2 + 1) w 24x 1 к) 2{х +1 
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SUCESIONES - PROGRESTONES 


CD SUCESIÓN DE NÚMEROS EN IR 


Es un conjunto de números ordenados o términos que siguen una regla establecida; esto es equivalente a una 


función a definida sobre IN (números naturales). 


(an): аҹ; аз; аз;...; ар; ...; уп>1 


Ejemplos: 

1.1.1. es una sucesión donde a, = а 

2'4'8'7 "^ 2n 

Sra, = 22 = la sucesión es: deri 
n* + 1 1-1 2^-1 


Formas de definir una sucesión 


Por correspondencia. 


Se define a a, en términos de n y se obtienen los 


términos evaluando para n = 1; 2; 3; ... 


2 

; | , ca n1. 
Ejemplo: dada la sucesión (8,1: a, = ET 

EN 
E 

qué 41. 

? 241 3 

3 3+1 4 2 

249.5 

%= 1312: 


Clases de sucesiones 


1. Sucesión creciente 


2. Sucesión decreciente 


: + 


4. Sucesión monótona 


Una sucesión será monótona © es creciente o decreciente. 


Ejemplos: 


1. La sucesión (a,): a, = 142 


= ‚ ¿es monótona? 
n+1 


Resolución: 
Determinamos la diferencia: 
n-3 1-2 
а-а, = — 
mH "n +4 n+1 


—2n—5 
(n + 4) (n + 1) 


« 0; (es menor que cero) 


7 844 € а 


La sucesión es decreciente 
г. Es monótona. 


Donde: 
84: primer término 
ap: término enésimo o término general 


Pe” 


Representación gráfica de 
una sucesión: 


2 


Por recurrencia. 
Cuando se tiene el primer término (a4) y la relación 
entre a, y a, 4. 


Ejemplo: determina la sucesión si: 


a -6ya,- — +1vn>2 
>= +! -341 -3 
аз= ЭЁ +1 -2 
а= 22 +1 -i хац-6:3:2:3: 


Atención 
й PS 
3. Sucesión constante 


8,785, 17k 


La sucesión (a,): a, = 3, es constante. 
ay == â} = -— -3 
(4: 5 3; 3;...; 3; ... 


2. La sucesión (a): a, = 3 + (-1)”, ¿es monótona? 
Resolución: 
84-2 
89-4 
84-2 
8, = 4 = La sucesión oscila entre 2 valores. 
г. No es monótona. 
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i Sucesión de Fibonacci 
: ТОЗИ Вар: 


: 1; n=1 
: 8454 1; 1-2 
: an-4 +а;п>3 


Recuerda 


: Sea la sucesión {ap}: 


: Si: іта, = +оо 


n-oo 


lím a, = —oo 


n- со 
Lima, = 4 


n- oo 


i En cualquiera de los tres 
i casos la sucesión es 
i divergente. 
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5. Sucesión acotada 
Una sucesión a, será acotada superiormente si existe г € IR, tal que: a, < r; Y n € Z*. 


3 юэ 
-3.3.3.3.3. 23 
88590 54 868779555 (acotada inferiormente) 
Una sucesión a, es acotada inferiormente si existe r € IR, tal que: г < ap; Vn € Z*. 


an = —— 2, 3, 3... > a, Z 2 (acotada inferiormente) 


Una sucesión es acotada superior e inferiormente si: r4 < a, < rz; v n € Z* 


Ejemplos: 
e а,=-2 ‚ ¿es acotada? + b ша. ; es acotada? 
" 4+1 n Sag Tte | 
Veamos: Tomamos límite y dividimos el numerador y 
22.2.0. denominador entre n*: 
lag riy 
630 3 
: С" п 1 
2 limb, = lím mt” lim == 
а„ > = = es acotada inferiormente. Нэөх RATE Тэн рх 
j = іт = тот 
owed 
* 8,21 (-1)^, ¿será acotada? nios 
Veamos г. No es acotada porque tiende al infinito. 


(an): 0; 2; 0; 2; ... es una sucesión oscilante 
= no es acotada. 


6. Sucesión convergente 
Diremos que una sucesión a, converge, cuando a, tiende a un valor L, es decir: 


Si ; la sucesión converge porque existe límite de la sucesión a, y dicho límite es L( L € R). 


Si el límite no existe o es indeterminado, la sucesión será no convergente o divergente. 


Ejemplo: 


п^ +1 


3n? ' 


Determina si a, = es convergente. 


Resolución: 


2 
Tomamos límite lím a, = lím Du caso 2. [(dividimos entre n? al numerador y denominador)] 
П = оо n оо 


П = oo 


1 ы 14 lím L 
іта, = lím n? Cmn. 
nx noe  $ —— 3 3 
*. a, converge а T 


Criterio de la razón 
Sea la sucesión a,, donde: 


Si: r < 1 = la ecuación converge a cero. 


lím |1 | =r Si: r > 1 = la sucesión converge. 
Si: r = 1 = no se puede afirmar nada. 


CD SERIES 


Es la sumatoria de los términos de una sucesión. Simbolizamos las sumatorias por > (sigma). 
50 


S= Уж = significa la suma de los 50 primeros nümeros a partir de К = 1. 
k=1 


$=1+2+3 +... + 50 


Бага 


Sumatorias o series especiales 


l. А) IV. 2+4+6+....2п =п(п + f) | | 
e 2 
п. EKER. n MED y 134542 400-1-1 ү кз о. 
2 
M = +2 38.8 [S М.1х2+2х3+3х4-+ п(п+1)= 29-0072 
Ejemplo: 
E n 
La serie ЭН) , ¿será convergente? 
n= 
Resolución: 
dT. "T" DRE 
an= (5) ; tomamos límite: ima, = Шш -0 


Como a, tiene límite, entonces es convergente. 


CD PROGRESIONES 


Son sucesiones cuyos términos consecutivos están diferenciados por una constante llamada razón. 


Progresión aritmética (PA) 


Son términos relacionados por una razón aritmética r, que se determina restando dos términos consecutivos. En una PA la suma de los 
términos ntes es 
га; а; аз;...аџ;... Дэр 
constante. 
NINA 
+ + . Ejemplo: 
Sea la PA: 
y r razón 11:13:15: 


Término enésimo de una PA 
а= а; 50 


а= а: +r 
аз= a4 + 2r 


а= а + (1-1) = | n= se Donde: ар: término de lugar n 
п: n.° de términos 
84: primer término 
Suma de términos de una PA 


184; аз аз; ...; а, 


s,- (252) а Donde: a, = ay + (n - 1)г = еш 
Para una РА de n.? de términos impar: КОКОС С У Nota | 

S, -t&.n | п: impar Donde: k-e] tẹ término central i Interpolación de m medios 

2 i aritméticos entre a, y ap: 
Ejemplo: * буу suma de los primeros 20 términos Eo 
Sea la siguiente PA: 28; 32; 36; 40; ....; 200 p a1 n ; m medios aritméticos 
: a. =al 
Determina: ag; $ y п. de términos de la РА. Bye | а» + 28 p | г= == Я 
Resolución: 2 : г: razón aritmética. i 
* 849: término 19 de la progresión aritmética аз = 28 + (20 —1)4 = 104 EE EEE ё 
> а= 28 + (19 — 1)4 razón (32 — 28) бе (452) = 1320 
810 - 100 
* n: número de términos: n = шин +1 


п = 44 términos 
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тэтгэн " 


i Interpolación de m medios 
i geométricos: 


Isl, 
E 
m medios geométricos 
de razón "q" 
i = razón geométrica "q" 


А: 
= 1/5 
q=m+ ü 


Observación 


Sea una PG: 
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Progresión geométrica (PG) 
Son términos relacionados por una razón geométrica que se determina dividiendo dos términos consecutivos. 


A A A mdr ibd 8 


Donde: 
t4: primer término 
ta: término de lugar n 


q: razón 
Término enésimo (de lugar n) de una PG Suma de términos de una PG 
t = t 
(а — 1) 
b-tq Bue 


=ч 


Término de lugar central (para una PG de nümero impar de términos) 
liis doti (nimpar) e | te= xt, 


Suma límite de una PG 
Para progresiones decrecientes e infinitas de la forma: 


ty; tq; t... Razón:0<q<1 => з= 1 

Ejemplo: 

36:6:1: Li.. Razón: 1. > s,=—L_ =43,2 

6 6 1-1 
6 

EJEMPLOS DE APLICACIÓN: 

1. De la siguiente PG determina la razón, el término Observamos que a medida que damos valores 
10 y la suma de los 10 primeros términos. más grandes a n, cada término de la sucesión, 
11:42 12r se aproxima cada vez más al nümero 5; entonces 

diremos que la sucesión converge hacia 5, es 

Resolución: decir: 

. ^ = 42 — 

Razón q = 42 = 42 lim {5+ | =5 
noo 


“= 2(/2) 22^ 225232 


3. Una progresión aritmética tiene 15 términos y su 


10 
* бү ¡A Е 1) A 4/2 z 105,8 —105,8 término central vale 5. ¿Cuánto vale la suma de 
4/2 -1 {2—1 ' los 15 términos? 
2. Determina si la siguiente sucesión 5+2) es Resolución: 
convergente o divergente. Representamos la progresión aritmética de 15 
términos: 
Resolución: ay; (84 +1); (a4 + 27); .; (84 +71)... (a4 + 140) 
Primero hallamos el límite, de Е zi cuando n q 2 8° 45. 
А Р 3 término término término 
tiende a +00: ШЕ + al central 
Para П-1-543-8 Por dato: t,=5=a,+7r ... (1) 
p ЛИСТЕ ИСР Nos piden S45: 
апга n- + 5 = 6, 
> > 86-(5 5 )-| 58 (8|--141) 15 
Раа n212 51- 6 
: = 515 = (84 + 77015 .. (2) 
Para n = 100000 = 5 + 59799 " 007 = 20009 Reemplazamos (1) en (2): 
515 = 5 x 15 = ТӘ 


Resolución: 
а) 3;6;9;... 
а= 31 = п = 1 > 84-23 


Problemas resueltos 


n=2> 85-6 Resolución: 
n=3= аз=9 
6(n+1) 6n _ 18 А 
b) 7;9;14;.. аав (meds йш 
а= 21 +5 = п= 1-а; =7 
n=2>a,=09 b) (2—n)” - (3 — n)"... toma valores positivos; negativos y ceros 
n232a,-11 = no es monótona 
: (1+1)2 n? 2041 : 
©. а= 21+5 с) з ТЫП mia > 0 = es monótona 
с) 1;4;9;16;.. 
5.8.11. 
d) 4'9'16" Resolución: 
5 Observamos que los numeradores crecen de 2 en 2 y sus 


Resolución: 


Como aumenta de 6 en 6: 


> a,- 6n (0) 
> a=8(1)+0) 
(O) =13-6=7 
ap =6n +7 
Comprobamos: ay = 13 
n=2>a,=15 
п=3 = аз = 25 


ла =6n+7 


Resolución: 
a=7+2-2=9 
а; = 7 


2 
2,774 -4219 > === = 11 


exponentes de 1 en 1 
= (2n + 1)" (numerador). 


El denominador crece de 1 en 1 sus exponentes son constantes 
e igual a 3 

= (n)? (denominador) 

(2015) +1)® _ 31% 


<.. A45 = ——— 
n 15? 15? 


Resolución: 


Tomamos límites: 


lím 3n? +6n-4 


lím a, = 
n-9 ^ n-e n?+n—7 


Dividimos entre n*: 


> іт a, = lím 
n= со 15984 dE 


Recuerda lím = 0 
п—соП 
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6n 
Demuestra que a, = ( ЧЕ | es convergente. 


Resolución: 
Tomamos límites: 


) ) 3 6n 1 n 
lím a, = lím ( + 3) Recuerda: lím ( + n -e 
n= оо n oo n n oo n 


= líma = líim|[14 18 
n= oo n- m 
3 
. 18 
г. ap converge ae”. 


EP Halla la razón de una PA en la cual la suma de los n primeros 
términos es: (5n? + Tn). 


Resolución: 

Sea: $, = 5n? + 7n; (vn e Z’) 
Para: 

п = 1 = 5 =а{ =5(1) + 7(1) = 12 
Рага: 

п =2 = S, = ау +а = 5(2)° + 7(2) = 34 
Luego: 12 + а = 34 = аз = 22 
Las razón es: 

г= аз – а; = 22 – 12 


.r=10 


ED Halla la cantidad que se tiene que sumar a 5; 13 y 29; para que 
formen una progresión geométrica. 


Resolución: 
Sea х la cantidad a sumar: 
(5 + х); (13 + х); (29 + x) 
Entonces: 

(13 + x = (5 + х)(29 + х) 
169 + 26x + х2 = 145 + 34x + x? 


Efectuando tenemos: 
х=3 


ПШ» En la siguiente PA : 4; ...; 116; ...; m 
Entre 4 y 116, y entre 116 y m se ha interpolado el mismo nümero 
de medios aritméticos. Halla m. 


Resolución: 

5 27 ; 116; Gm 
x términos T 
Como: 

po M6-4  m-116 


x41 Х-1 


Resolvemos: 
1122 m - 116 = m = 228 


96 | inteiectum 4.? 


D Determina la suma de los 10 primeros términos de: x; хэ 
si forman una РА. 


Resolución: 


Sabemos que la diferencia o razón es constante: 


> 3x-xX-xXxy-x-r 


x(x- 2)=0 2 x=2=r 


La PAes: 2; 4; 6; ... 
2a, +(п = 1 
=. i Y), - (482 Jn = 110 


112 Dada la sucesión: 
a 2424/0 y 


nradicales 


Responde verdadero o falso: 
1, a, es creciente. 

ll. a, converge a 2. 

Ill. a, diverge. 


Resolución 
l а= 2*8. 

Se observa a,» a, _, = es creciente (V) 
ll. а= 42988141 


Tomamos límites: 
Sin2 оо = „іт a, = та = 1; а> 0 


[ = (2+1 

12-2-1 

= (L-1(L-2) 20; como а,»0-1»0-1-2 
г. ap converge a 2. (V) 


Ill. Falsa; es convergente. 


B Determina la suma de la serie: 


ы йн Оа 
Вав a a A 


Resolución: 


sue DIS 2) 149 3), [9 4 
i-i (i ЧИГ. zt "JM s) 


